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Das ist eben das Hohe der Mathematik,
daß ihre Methode gleich zeigt, wo ein
Anstoß ist. [...] In diesem Sinne kann
man die Mathematik als die höchste und
sicherste Wissenschaft ansprechen. Aber
wahr kann sie nichts machen, als was
wahr ist.

(Johann Wolfgang von Goethe
– Maximen und Reflexionen)



Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit behandelt die Lösung von Reaktions-Diffusions-Systemen auf komple-
xen Gebieten. Es werden allgemeine Grundlagen für die Formulierung von parabolischen
partiellen Differentialgleichungen eingeführt und Aussagen über Existenz und Eindeu-
tigkeit von Lösungen getroffen. Dabei werden wir auf eine lineare Reaktions-Diffusions-
Gleichung mit gemischten Randwerten eingehen und dann mit Hilfe des Banach’schen
Fixpunktsatzes Existenz und Eindeutigkeit nichtlinearer Systeme untersuchen. Als Bei-
spiel werden wir das Brüsselator-System betrachten. Zur numerischen Approximation
der erwähnten Gleichungen wird das unstetige Galerkin-Verfahren vorgestellt. Insbeson-
dere werden wir uns mit den Interior-Penalty-Methoden befassen. Wir erhalten Fehler-
Abschätzungen für die `2(H1)- sowie die `∞(L2)-Norm. Zur Implementierung der Appro-
ximationsverfahren wird das Programm Dune benutzt. Insbesondere wird auf Paralleli-
sierungsaspekte eingegangen und es werden Tests auf einem Cluster durchgeführt. Diese
Methoden werden genutzt, um die interzelluläre Kommunikation von Hefezellen physika-
lisch zu beschreiben und verschiedene Aspekte der Interaktion graphisch darzustellen.
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Dr. Martin Eigel möchte ich danken für seine Unterstützung beim Programm Dune und
der Arbeit auf dem Cluster in Adlershof. Er stand mir oft mit seinen C++ Kenntnissen
zur Seite.
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1 Einleitung

In den Lebenswissenschaften werden quantitative Modelle immer wichtiger um die
Funktionsweise von Organismen zu verstehen. So besitzen zelluläre Netzwerke ihre ganz
eigene Dynamik - welche sich mit Hilfe von mathematischen Modellen beschreiben lassen.

Um wichtige Parameter zu schätzen oder die Wirkungsweise verschiedener Stoffe zu
verstehen werden Simulationen im Computer benötigt. Komplexe biologische Prozesse
lassen sich dadurch veranschaulichen und können mit experimentellen Untersuchungen
abgeglichen werden.

Räumliche Modelle gewinnen dabei immer mehr an Bedeutung. Alan Turing war ei-
ner der Pioniere, welcher in den 50-er Jahren Reaktions-Diffusions-Prozesse als grundle-
gend für viele zelldynamische Vorgänge erkannte. In seinem Werk “The chemical basis of
morphogenesis“ [Tur52] untersucht er Systeme von Reaktions-Diffusions(RD)-Gleichungen
und zeigt, dass man mit diesen Gleichungen Phänomene wie Struktur und Musterbildung
erklären kann.

Auch zahlreiche interzelluläre Prozesse werden durch Diffusion getragen: Moleküle brei-
ten sich in einem Medium aus, bilden Gradienten und interagieren mit anderen Stoffen.
Ihre Bewegungen können durch die Brown’sche Molekularbewegung beschrieben werden.
Liegt eine größere Zahl von Molekülen vor, so können wir Diffusionprozesse auf makro-
skopischer Ebene durch RD-Gleichungen beschreiben [Mur02].

Wir werden in dieser Arbeit ein System von partiellen Differentialgleichungen untersu-
chen, welches ein Modell für die interzelluläre Kommunikation von Hefezellen liefern soll.
Unsere Untersuchungen beginnen wir mit einer linearen RD-Gleichung

∂tu = D∆u− k(x, t)u+ f(x, t) in (0, T )× Ω. (1.1)

Dabei ist u die Konzentration der betrachteten Moleküle, D die Diffusionskonstante, k die
Degradationsrate und f der Quellterm. Die Gleichung beschreibt die ablaufenden Prozesse
in einem beschränkten Gebiet Ω über dem Zeitintervall (0, T ). Auf den Gebietsgrenzen
geben wir Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen vor

u = gD auf (0, T )× ΓD, (1.2)

∂u

∂n
= gN auf (0, T )× ΓN , (1.3)

sowie die Konzentration zum Startzeitpunkt t = 0

u = u0 in {0} × Ω. (1.4)

Die Lösung der Gleichungen (1.1) - (1.4) beschreibt die Konzentrationsverteilung der Spe-
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2 1 Einleitung

zies u im Gebiet Ω zu einem bestimmten Zeitpunkt.

Verwenden wir den herkömmlichen Lösungsbegriff aus der Theorie der gewöhnlichen
Differentialgleichungen, so erwarten wir, dass eine Lösung zweimal stetig differenzierbar
in jeder Ortskoordinate bzw. einmal stetig differenzierbar in der Zeit ist. Das Ergebnis
bezeichnen wir als eine Lösung im klassischen Sinne.

Dieser Ansatz ist jedoch zu restriktiv für die gegebene Problemstellung. In den 30-er
Jahren führte Sergei Lwowitsch Sobolew einen neuen Lösungbegriff ein. Ableitungen wer-
den nicht mehr über den Differenzenquotienten definiert, sondern über Integrale durch
partielle Integration. Diese Ableitungen nennt man schwache Ableitungen. Das oben auf-
geführte Problem kann damit im schwachen Sinne, also unter Verwendung der schwachen
Ableitungen, formuliert werden. Dies führt zu einer Variationsformulierung, welche an die
Stelle der Ausgangsgleichung tritt. Hierzu werden im Kapitel 2 die exakten Definitionen
vorgestellt.
Im Kapitel 3 werden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen zu dem oben genannten Pro-
blem getroffen. Zudem werden unter bestimmten Annahmen physikalische Eigenschaften
wie die Existenz einer positiven Lösung nachgewiesen. Anschließend werden wir diese Aus-
sagen in Kapitel 4 mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes auf nichtlineare Systeme
übertragen und am Beispiel des bekannten Brüsselatorsystems untersuchen.

Auf der Grundlage der erwähnten Variationsformulierung beruht auch die Finite Ele-
mente(FE)-Methode. Sie wird seit den 40-er Jahren entwickelt und erprobt und hat eine
Vielzahl an Verfahren für ein großes Spektrum von Problemen hervorgebracht.
In dieser Arbeit wollen wir das unstetige Galerkin(DG)-Verfahren untersuchen. Dieses
Verfahren ist aufgrund seiner physikalischen Exaktheit besonders für die Approximati-
on von Diffusionsprozessen geeignet [BG99]. Wir verwenden hier die Nonsymmetric In-
terior Penalty Galerkin(NIPG)-Methode. Ähnlich wie beim Finite Volumen-Verfahren
erfüllt dieses Verfahren eine lokale Erhaltungsgleichung und ist deshalb auch besonders
für zeitabhängige Probleme geeignet[RW00].
Wie bei den FE-Methoden wird das Gebiet Ω in eine endliche Anzahl von Polygonen, meist
Dreiecke, zerlegt. Die Polygone können sich in Größe und Form unterscheiden. Auf jedem
dieser Polygone definieren wir ein Element, bei dem es sich um eine lineare Funktion oder
auch ein Polynom höherer Ordnung handeln kann. Die Lösung der Variationsformulierung
können wir mit Hilfe dieser Elemente approximieren. Bei dem unstetigen Galerkin-Ver-
fahren sind Unstetigkeiten entlang der Gitterkanten erlaubt, daher auch der Name.
Die Diskretisierung basiert auf Flüssen entlang der Kanten in unserem Finite Elemente-
Gitter,wobei die entstehenden Gleichungen lokal bezüglich der Gitterelemente aufgestellt
werden. Das Verfahren eignet sich deshalb besonders gut zur Parallelisierung auf mehreren
Prozessoren. Wir verwenden dafür das abstrakte additive Schwarz-Verfahren [TW04,
S.35ff] und zeigen in numerischen Tests, dass sich durch die Parallelisierung erhebliche
Geschwindigkeitsvorteile ergeben.

Verschiedene Aspekte des Verfahrens wie Konvergenzordnung und Erhaltungs-
gleichungen werden in Kapitel 5 vorgestellt. Zur Diskretisierung verwenden wir die Li-
nienmethode und richten uns bei der Untersuchung der Konvergenz im Ort nach Feistau-
er [Fei09]. Für die Zeitdiskretisierung verwenden wir Approximationssätze aus Revière
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3

[RW00]. Unter den Annahmen von Feistauer kommen wir mit leicht veränderten Kon-
stanten und Parametern zu einem ähnlichen Resultat wie Revière [Riv08, S.82-87]. Wir
leiten die Konvergenzordnung in der `∞(L2(Ω))- und `2(H1(Ω))-Norm her. Wir bezeich-
nenen mit h den größten Durchmesser der Elemente des verwendeten FE-Gitters, τ der
grösste Zeitschritt in der Zeitdiskretisierung und p der Polynomgrad der verwendeten Ap-
proximationspolynome. In den genannten Normen ist der Fehler von der Größenordnung
O(hp) + O(τ2) für das Crank-Nicolson-Zeitschrittverfahren und O(hp) + O(τ) für das
implizite Euler-Zeitschrittverfahren.

Die Implementierung erfolgt mit dem Open Source-Programm Dune - Distributed and
Unified Numerics Environment. Es vereint verschiedene Konzepte in einem Programm und
wird unter anderem an den Universitäten Heidelberg, Freiburg, Stuttgart und an der FU
Berlin entwickelt [BDE+05]. Es ist international verbreitet und wird von verschiedenen In-
stitutionen und Unternehmen genutzt. Wir werden insbesondere das Tool Dune-PDELab
verwenden, welches zahlreiche Methoden zur Lösung von partiellen Differentialgleichungen
bereitstellt sowie Schnittstellen zur Parallelisierung auf Basis von MPI(Message Passing
Interface) beinhaltet. Im Kapitel 6 werden wir unter anderem auch auf die Implementie-
rung der Parallelisierung nach [BB08] und das numerische Lösen von Systemen eingehen.

Im Kapitel 7 werden einige numerische Tests durchgeführt, um die theoretischen Re-
sultate aus Kapitel 5 an einem Beispiel zu überprüfen und aufzeigen, dass sich durch den
parallelisierten Einsatz von Dune auf einem Linux-Cluster erhebliche Geschwindigkeits-
vorteile ergeben.

Im Kapitel 8 wird ein Modell für die interzelluläre Kommunikation während der Paa-
rung der Hefespezies Saccharomyces cerevisiae entwickelt. Diese Hefespezies ist einer der
am besten untersuchten Modellorganismen. Die Signalerkennung ist ein komplexes dyna-
misches Netzwerk, welches jedoch evolutionär in der Entwicklung von komplexen eukaryo-
tischen Zellen (im Speziellen bei Säugetierzellen) konstant geblieben ist [Bar05]. Für den
Paarungsprozess ist die Richtung und die Lokalisierung des Signals wichtig. Inhomogeni-
täten in der Verteilung der beteiligten Botenstoffe spielen deshalb eine entscheidende Rolle
und machen räumliche Modelle für Signalerkennung und Signalverarbeitung unabdingbar.
Eine Anwendung von RD-Gleichungen für Prozesse wie Signalverstärkung oder das Auf-
rechterhalten von Gradienten im Zellinneren findet sich in [CSQC08]. In dieser Arbeit wird
ein Modell für die räumliche Signalverteilung im extrazellulären Bereich erstellt. Die RD-
Gleichungen werden durch die vorgestellte Methode auf komplexen Gebieten berechnet,
welche Zellen anhand von Mikroskopdaten abbilden sollen. Zunächst werden qualitative
Aussagen aus dem Modell abgeleitet. Das Modell soll später als Grundlage dienen, um in
Experimenten auch quantitative Aussagen zu erhalten.
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4 2 Grundlagen

2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten grundlegenden Begriffe und Theoreme eingeführt
werden. Der Begriff der schwachen Ableitung und die damit verbundenen Normen, Räume
und Theoreme werden im Zentrum stehen. Diese Begriffe werden in den Kapiteln 3, 4 und
teilweise auch in Kapitel 5 verwendet. Die schwachen Ableitungen werden hier nur im Ort
betrachtet. Für die Menge der Funktionen mit schwachen Ableitungen und gewissen wei-
teren Einschränkungen werden wir die Sobolew-Räume einführen. Dies sind Vektorräume,
die mit einer Norm ausgestattet werden und damit Banachräume bilden. Wir erhalten
also einen Abstandsbegriff zwischen den Funktionen. Die definierte Norm induziert insbe-
sondere ein Maß für Fehler und Konvergenz, die wir unter anderem für das numerische
Verfahren in Kapitel 5 benötigen.

Die auftretende Zeitableitung wird gesondert behandelt. Wir betrachten Funktionen, die
auf einem Zeitintervall leben und Werte in den erwähnten Sobolew-Räumen annehmen.
Man erzeugt damit eine gewisse Analogie zu den gewöhnlichen Differentialgleichungen
(ODEs). Dies wird in dem Existenzbeweis in Kapitel 3 deutlich sowie an dem später
vorgestellten numerischen Verfahren, welches die partielle Differentialgleichung zunächst
auf eine ODE reduziert.

Wir definieren einen neuen Integralbegriff, das Bochner-Integral für Funktionen mit
Werten in Banachräumen. Analog zur Definition der schwachen Ableitung in den Ortsko-
ordinaten definieren wir Ableitungen von Funktionen in Banachräumen. Diese Ableitung
wird dann verallgemeinerte Ableitung genannt.

Diese Begriffe sind Grundlage für das Aufstellen einer Variationsformulierung, welche
zusammen mit den Eingangsdaten auch als schwache Formulierung bezeichnet wird. Sie
ist weniger restriktiv als die sogenannte klassische Formulierung, welche starke Differen-
zierbarkeit im Sinne von Differenzenquotienten voraussetzt. Auf Grundlage der schwachen
Formulierung können wir dann im folgenden Kapitel verschiedene Eigenschaften des Mo-
dellproblems wie Existenz, Eindeutigkeit, Beschränktheit und Positivität untersuchen.

2.1 Schwache Ableitungen und Sobolew-Räume

Wir wählen zwei beliebige Funktionen f und ϕ aus dem Raum der unendlich oft dif-
ferenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger in Ω. Diesen Raum bezeichnen wir
mit C∞0 (Ω). Damit gilt insbesondere, dass die beiden Funktionen auf dem Rand von Ω
verschwinden. Wir nehmen hier an, dass Ω beschränkt ist. Wir erhalten durch partielle
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Integration die Beziehung ∫
Ω

∂f

∂xi
ϕdx = −

∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx.

Diese Relation verwenden wir nun um schwache Differenzierbarkeit zu definieren.

Definition 2.1.1 (Schwache Ableitung). Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt, i ∈ {1, . . . , d},
f ∈ L2(Ω). Dann heißt g ∈ L2(Ω) schwache i-te Ableitung von f genau dann, wenn∫

Ω

gϕdx = −
∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Offensichtlich ist für differenzierbare Funktionen f ∈ L2(Ω)∩C1(Ω) die schwache Ablei-
tung identisch zur klassischen Ableitung. Diese Definition kann rekursiv auf Ableitungen
höherer Ordnung ausgeweitet werden. Zur Beschreibung von Ableitungen in unterschied-
liche Richtungen und von höherer Ordnung werden wir Multiindizes einführen.

Definition 2.1.2 (Multiindex). Sei I ⊂ N eine Indexmenge. α = (α1, . . . , αd) ∈ Id heißt
Multiindex und wir bezeichnen mit |α| =

∑d
i=1 αi dessen Ordnung.

Zu dem Multiindex definieren wir außerdem einen Differentialoperator.

Definition 2.1.3. Sei α ein Multiindex. Dann bezeichnet Dα den Differentialoperator
Dα = ∂α1

∂x
α1
1

. . . ∂
α1

∂x
α1
1

.

Wir wollen die Funktionen, deren schwache Ableitungen existieren, in einem Raum
zusammenfassen.

Definition 2.1.4. Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt. Dann definieren wir den Sobolew-
Raum Hm(Ω) als

Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω)|Dαf ∈ L2(Ω) existiert für alle |α| ≤ m}

mit dem Skalarprodukt

(f, g)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαf ·Dαg dx für alle f, g ∈ Hm(Ω)

und der dazugehörigen Norm

‖f‖Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαf‖L2Ω.

Satz 2.1.1. Der Sobolew-Raum (Hm(Ω),‖.‖Hm(Ω) ) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Siehe [Alt06, S.62-63].
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6 2 Grundlagen

Wir möchten aus Sobolew-Funktionen im Gebietsinneren Funktionen auf dem Gebiets-
rand konstruieren können und umgekehrt. Dazu wollen wir hier den Spursatz zitieren.
Dieser gilt jedoch nicht für beliebige Gebiete mit beliebigen Rändern. Wir wollen uns
deshalb auf Gebiete mit Lipschitz-Rand beschränken.

Definition 2.1.5 (Lipschitz-Rand). Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt. Wir sagen Ω
hat einen Lipschitz-Rand, falls sich ∂Ω durch endlich viele offene Mengen U1, . . . , U l,
überdecken lässt, so dass ∂Ω ∩ U j für j = 1, . . . , l der Graph einer Lipschitz-stetigen
Funktion ist und Ω ∩ U j auf jeweils einer Seite dieses Graphen liegt.

Satz 2.1.2 (Spursatz). Sei Ω offen und beschränkt mit Lipschitz-Rand. Dann gibt es genau
eine stetige lineare Abbildung

γ : H1(Ω)→ L2(∂Ω) (Spuroperator)

so dass

γu = u|∂Ω für u ∈ H1(Ω) ∩ C0(Ω̄).

Wir bezeichnen mit γu die Spurwerte oder schwachen Randwerte von u auf ∂Ω.

Beweis. Siehe [Alt06, S.265].

Notation. Wir werden im Folgenden in der Regel u(x) anstelle von γu(x) für x ∈ ∂Ω
schreiben.

Satz 2.1.3 (Green’sche Formel). Sei Ω offen und beschränkt mit Lipschitz-Rand. Mit
n bezeichnen wir die äußere Einheitsnormale zum Gebietsrand ∂Ω. Seien f ∈ H2(Ω),
g ∈ H1(Ω), dann gilt: ∫

Ω

∆fgdx = −
∫
Ω

∇f · ∇gdx+

∫
∂Ω

∂f

∂n
gdS.

Satz 2.1.4 (Sobolew’scher Einbettungssatz). Für Ω ⊂ Rd gilt

Hm(Ω) ⊂ Cr(Ω), falls
1

2
<
m− r
d

.

Beweis. Siehe [Alt06, S.333-334].

Korollar. Sei Ω offen, beschränkt und mit Lipschitz-Rand. Dann ist:

H1(Ω) ⊂ C0(Ω) für d = 1,

und

H2(Ω) ⊂ C0(Ω) für d = 2, 3.
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Satz 2.1.5 (Rellichscher Auswahlsatz). Sei k ≥ 0 und Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet
mit Lipschitz-Rand und erfülle die Kegelbedingung, d.h., die Innenwinkel an den Ecken
seien positiv, so dass man einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel so in Ω verschieben
kann, dass er die Ecken berührt. Dann ist die Einbettung Hk+1(Ω) ↪→ Hk(Ω) kompakt.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Wer09, S.220 & Anm. S.222].

2.2 Das Bochner-Integral und der Lebesgue-Raum Lp(0, T ;X)
von vektorwertigen Funktionen

Im Folgenden wollen wir klären, wie das Integral über vektorwertige Funktionen ver-
standen werden soll. Dies führt uns zur Definition des Bochner-Integrals. Wir folgen den
Ausführungen nach [Gaj74, S. 124ff].

Definition 2.2.1 (Bochner-Integral). Sei X ein Banachraum über R.

(a) Jede Abbildung u : [0, T ]→ X der Form u(t) =
k∑
i=0
XBi(t)xi mit xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ k und

paarweise disjunkten Lebesgue-messbaren Mengen Bi ⊂ [0, T ], 1 ≤ i ≤ k, wird eine
Treppenfunktion genannt. Für diese Funktionen definieren wir das Bochner-Integral
durch

T∫
0

u(t)dt :=

k∑
i=1

λ1(Bi)xi,

wobei λ1(Bi) das eindimensionale Lebesgue-Maß bezeichnet.

(b) u : [0, T ]→ X wird genau dann Bochner-messbar genannt, falls eine Folge von Trep-
penfunktionen {un} existiert mit

u(t) = lim
n→∞

un(t), für fast alle t ∈ (0, T ). (2.1)

Wenn für die Folge {un} gilt

lim
n→∞

T∫
0

‖un(t)− u(t)‖Xdt = 0, (2.2)

dann wird u Bochner-integrierbar genannt und

T∫
0

u(t)dt = lim
n→∞

T∫
0

un(t)dt ( ∈ X ) . (2.3)
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Notation (Duale Paarung). Sei X ein reeller Vektorraum und X∗ sein Dualraum. Sei
f ∈ X∗. Dann notieren wir die duale Paarung durch:

〈f, v〉 := f(v) für alle v ∈ X.

Wir wollen einige Eigenschaften des Bochner-Integrals festhalten.

Satz 2.2.1. (a) Ist X separabel , dann gilt. u : [0, T ] → X Bochner-messbar ⇔ t 7→
〈f, u(t)〉 ist messbar auf [0, T ] für alle f ∈ X∗. (Pettis’s Theorem)

(b) X = R⇒ (Bochner-messbar ⇔ Lebesgue-messbar)

(c) u : [0, T ]→ X ist fast überall stetig ⇒ u ist Bochner-messbar.

(d) Die Summe und das Produkt von Bochner-messbaren Funktionen sind Bochner-
messbar.

(e) u : [0, T ]→ X Bochner-messbar ⇒ t→ ‖u(t)‖X ist Lebesgue-messbar auf [0, T ].

(f) Der Grenzwert in Gl. (2.3) existiert unter der Bedingung in Gl. (2.2) und führt für
alle Folgen von Treppenfunktionen mit (2.1) und (2.2) zum selben Wert. Damit ist
das Bochner-Integral wohldefiniert.

Beweis. Siehe [Gaj74, S. 124ff].

Mit dem eingeführten Integralbegriff können wir nun auch Lebesgue-Räume über vek-
torwertige Funktionen einführen.

Definition 2.2.2. Sei X ein Banachraum und 0 < T <∞.

(a) Die Änderung von u auf einer Menge mit λ1-Maß Null ändert weder die Messbarkeit
noch den Wert des Bochner-Integrals. Im Folgenden bezeichnet Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <
+∞ die Bochner-messbaren Funktionen auf (0, T ) mit:

Np(u) :=

 T∫
0

‖u(t)‖pXdt


1
p

< +∞. (2.4)

Man nennt zwei Elemente von Lp(0, T ;X) genau dann äquivalent, wenn sie fast überall
auf (0, T ) übereinstimmen. Dann ist Np konstant in jeder dieser Äquivalenzklassen.
Mit Lp(0, T ;X) bezeichnen wir die Menge aller Äquivalenzklassen bezüglich dieser
Äquivalenzrelation.

(b) Analog können wir einen Raum L∞(0, T ;X) einführen:

L∞(0, T ;X) = {u : [0, T ]→ X;u Bochner-messbar, ∃M > 0 : ‖u(t)‖X ≤M fast überall in (0, T )}.

Wenn wir wieder alle Funktionen identifizieren, die fast überall auf [0, T ]
übereinstimmen, erhalten wir den Raum L∞(0, T ;X).

Wolfgang Giese Diplomarbeit



9

Analog zu den klassischen Ableitungen für reellwertige Funktionen können wir nun auch
die Ableitung in der Zeit über einen Differenzenquotienten definieren und mit einer Norm
ausstatten:

Definition 2.2.3. (a) Eine Abbildung u : [0, T ]→ X wird genau dann differenzierbar in
t ∈ [0, T ] mit der Ableitung u′(t) ∈ X bezeichnet, wenn

lim
h→0,t+h∈[0,T ]

1

|h|
‖u(t+ h)− u(t)− hu′(t)‖X = 0.

Wie gewöhnlich werden höhere Ableitungen induktiv definiert.

(b) Der Raum Cm([0, T ], X) mit m = 0, 1, ... besteht aus allen stetigen Funktionen u :
[0, T ]→ X mit stetiger Ableitung bis zur Ordnung m auf [0, T ] mit der Norm

‖u‖ =

m∑
i=0

max
0≤t≤T

||u(i)(t)||X . (2.5)

Proposition 2.2.2. (Eigenschaften von Lebesgue-Räumen) Sei m = 0, 1, . . . und 1 ≤ p <
∞. Seien X und Y Banachräume über R. Dann gilt

(a) Cm([0, T ], X) ist ein Banachraum über R mit der Norm (2.5)

(b) Lp(0, T ;X) ist ein Banachraum über R mit der Norm (2.4)

(c) Wenn X ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (., .)X ist, dann ist L2(0, T ;X) auch
ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u, v) =

T∫
0

(u(t), v(t))Xdt.

(d) Hölder-Ungleichung: Sei 1 < p < +∞, 1
p + 1

q = 1. Dann gilt:

u ∈ Lp(0, T ;X), v ∈ Lq(0, T ;X∗)

⇒
T∫

0

〈u(t), v(t)〉Xdt ≤ ‖u‖Lp(0,T ;X)‖v‖Lq(0,T ;X∗)

(e) Falls X separabel, reflexiv und 1 ≤ p < ∞ ist, so ist auch Lp(0, T ;X) separabel und
reflexiv.

Beweis. Siehe [Gaj74, S.127ff].
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10 2 Grundlagen

2.3 Evolutionstripel und verallgemeinerte Ableitungen

Definition 2.3.1 (Evolutionstripel). Seien V und H zwei Vektorräume mit den Eigen-
schaften

(i) V ist ein reeller, separabler und reflexiver Banach-Raum,

(ii) H ist ein reeller, separabler Hilbert-Raum,

(iii) die Einbettung V ⊆ H ist stetig, das heißt

‖v‖H ≤ const‖v‖V für alle v ∈ V,

und V ist dicht in H.

Dann bezeichnen wir

V ⊆ H ⊆ V ∗

als Evolutionstripel.

Beispiel 2.3.1. In unserem Fall bildet

V := {v ∈ H1(Ω);Tr(v) = 0} auf ΓD

zusammen mit

H := L2(Ω)

ein Evolutionstripel.

Definition 2.3.2 (Verallgemeinerte Zeitableitung). Sei V ⊆ H ⊆ V ∗ ein Evolutionstripel,
1 < p <∞, n ∈ N. Eine Funktion w ∈ Lq(0, T ;V ∗) wird genau dann n-te verallgemeinerte
Ableitung von einer Funktion u ∈ Lp(0, T ;V ) genannt, wenn 1

p + 1
q = 1 gilt und wenn

T∫
0

ϕ(n)(t)u(t)dt = (−1)n
T∫

0

ϕ(t)w(t)dt für alle ϕ ∈ C∞0 (0, T ). (2.6)

Dabei hat ϕ Werte in R, das heißt mit ϕ(n)(t)u(t) bzw. ϕ(t)w(t) ist hier die skalare
Multiplikation gemeint. Wir schreiben dann: w = u(n).

Definition 2.3.3 (Sobolew-Raum von vektorwertigen Funktionen). Sei V ⊆ H ⊆ V ∗ ein
Evolutionstripel, dann setzen wir:

H1(0, T ;V,H) ={u ∈ L2(0, T ;V ) und u hat eine verallgemeinerte

Ableitung u′ ∈ L2(0, T ;V ∗)}
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Bemerkung 2.3.1. (i) u(n) ist (bis auf eine Menge vom Maß Null) eindeutig bestimmt.

(ii) Sei V ⊆ H ⊆ V ∗ ein Evolutionstripel und u ∈ C0([0, T ];H). Für alle t ∈ [0, T ] existie-
re w(t) := lim

h→0
(u(t+ h)− u(t)) als Grenzwert in H. Außerdem sei w ∈ C0([0, T ];H).

Dann gilt: w = u′

(iii) Für die Existenz der Integrale in (2.6) können wir die Young’sche Ungleichung ver-
wenden. Offensichtlich ist die Abbildung [0, T ]→ V ∗; t 7→ w(t)ϕ(t) Bochner-messbar.
Die quadratische Unlgeichung |ab| ≤ 1

2 |a|
2 + 1

2 |b|
2 liefert dann

T∫
0

‖ϕ(t)w(t)‖V ∗dt ≤
T∫

0

(
1

2
|ϕ(t)|2 +

1

2
‖w(t)‖2V ∗

)
dt < +∞. (2.7)

Für die Bochner-Integrierbarkeit haben wir nun das Normkriterium

T∫
0

f(t)dt existiert ⇔
T∫

0

‖f(t)‖Xdt < +∞.

Wegen Ungleichung (2.7) existiert das Integral auf der rechten Seite von Gl. (2.6)
mit Werten in V ∗. Das Gleiche gilt auch für das Integral auf der rechten Seite. Für
fast alle t ∈ (0, T ) gilt u(t) ∈ V ⊂ H, also u(t) ∈ V ∗ und damit u ∈ Lp(0, T ;V ∗).

Beweis. Für (i) und (ii) siehe [Zei90, S.419-421].

Satz 2.3.1 (Charakterisierung von u(n)). Sei u ∈ Lp(0, T ;V ). Dann gilt w = u(n) genau
dann, wenn

T∫
0

ϕ(n)(t)(u(t), v)Hdt = (−1)n
T∫

0

ϕ(t)〈w(t), v〉dt für alle v ∈ V, ϕ ∈ C∞0 (0, T ). (2.8)

Wenn Gl. (2.8) gilt, dann haben wir für fast alle t ∈ (0, T ) Sinne:

dn

dtn
(u(t), v)H = 〈u(n)(t), v〉V für alle v ∈ V. (2.9)

Beweis. Gleichung (2.9) folgt direkt aus Gl. (2.8) entsprechend der Definition der verall-

Diplomarbeit Wolfgang Giese



12 2 Grundlagen

gemeinerten Ableitung. Nun gilt:

w = u(n) ⇔ Gl. (2.6) wird erfüllt

⇔

〈 T∫
0

u(t)ϕ(n)(t)dt, v

〉
V

= (−1)(n)

〈 T∫
0

w(t)ϕ(n)(t)dt, v

〉
V

für alle v ∈ V

⇔
T∫

0

〈
u(t)ϕ(n)(t), v

〉
V
dt = (−1)(n)

T∫
0

w(t)
〈
ϕ(n)(t), v

〉
V
dt.

Die Behauptung folgt nun aus der Identität

〈u(t), v〉V = (u(t), v)H für alle v ∈ V,

da es sich bei ϕ(n)(t) nur um einen skalaren Faktor handelt.

Satz 2.3.2. (i) H1(0, T ;V,H) ist ein Banachraum mit der Norm:

‖u‖ =

 T∫
0

‖u(t)‖2V dt


1
2

+

 T∫
0

‖u′(t)‖2V ∗dt


1
2

.

(ii) H1(0, T ;V,H) kann stetig in C0(0, T ;H) eingebettet werden. Das heißt also, dass
ein u ∈ H1(0, T ;V,H) bis auf eine Menge vom Maß Null mit einer Funktion aus
C0(0, T ;H) übereinstimmt.

(iii) Partielle Integration: Für alle u, v ∈ H1(0, T ;V,H) und 0 ≤ s < t ≤ T gilt die
Identität

(u(t), v(t))H − (u(s), v(s))H =

t∫
s

〈u′(τ), v(τ)〉+ 〈v′(τ), u(τ)〉dτ.

Beweis. Siehe [Zei90, S.422-423].

Notation. Wir fixieren im Folgenden H := L2(Ω). Wir können dann verkürzt H1(0, T ;V )
für H1(0, T ;V,H) schreiben.

2.4 Modellproblem für eine lineare
Reaktions-Diffusions-Gleichung

Die erste Gleichung, die in dieser Arbeit betrachtet wird, ist eine lineare Reaktions-
Diffusions-Gleichung. Sie beschreibt einen Prozess, in dem sich eine Spezies in einem Gebiet
durch Diffusion ausbreitet und linear mit der Reaktionsrate k zerfällt. Das Gebiet, in dem
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die Gleichung definiert ist, bezeichnen wir mit Ω. Wir nehmen an, dass das Gebiet Ω eine
beschränkte Teilmenge des Rd mit d = 2, 3 ist. Es ergibt sich damit ein Randwertproblem.
In unserem Fall betrachten wir gemischte Randwerte, dass heißt Dirichlet und Neumann-
Rand. Der Rand ∂Ω wird also in zwei disjunkte Mengen, den Dirichlet-Rand ΓD und den
Neumann-Rand ΓN unterteilt. Die Modellgleichung lautet dann:

∂tu−D∆u+ k(x, t)u = f(x, t) in (0, T )× Ω, (2.10)

u = gD auf (0, T )× ΓD, (2.11)

∂u

∂n
= gN auf (0, T )× ΓN , (2.12)

u = u0 auf {0} × Ω. (2.13)

Wir suchen in dem Zeitintervall [0, T ] nach Lösungen. Mit n bezeichnen wir die nach
außen zeigende Einheitsnormale zum Rand ∂Ω. Es werden folgende Annahmen gemacht:
Annahmen (A)

1. Das Gebiet Ω hat Lipschitz-Rand.

2. Für den Neumann-Rand gilt gN ∈ L∞(0, T ;L2(ΓN )).

3. Für den Dirichlet-Rand gilt
∫

ΓD

dx > 0. Wir geben eine Funktion w ∈ H1(0, T ;H1(Ω))

vor und wir definieren die Dirichlet-Randfunktion durch gD := γ(w) auf [0, T ]×ΓD,
wobei γ der Spuroperator aus Satz 2.1.2 ist.

4. D > 0 bezeichnet eine Konstante.

5. f ∈ L2(0, T ; , L2(Ω)), u0 ∈ L2(Ω) und k ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), k ≥ 0 sind Funktionen.

2.5 Schwache Formulierung des Modellproblems

Der Grundgedanke bei der Formulierung einer Variationsgleichung für parabolische Diffe-
rentialgleichungen ist die Trennung der zeitlichen und räumlichen Variablen. Wir multi-
plizieren die Gleichung (2.10) mit v ∈ H1(Ω) und erhalten durch partielle Integration:

d

dt

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
Tr(v)dS +

∫
Ω

kuvdx =

∫
Ω

fvdx

für alle v ∈ H1(Ω) für fast alle t ∈ (0, T ) .

Wir können nun das Randintegral in einen Neumann-Rand und einen Dirichlet-Rand
trennen. Für das Integral über den Neumann-Rand können wir den Gradienten ∂u

∂n durch
die Randfunktion gN ersetzen. Die schwache Formulierung unseres Problems im Ort lautet
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also:

d

dt

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

ΓN

gNTr(v)dS −
∫

ΓD

∂u

∂n
Tr(v)dS +

∫
Ω

kuvdx =

∫
Ω

fvdx

für alle v ∈ H1(Ω) für fast alle t ∈ (0, T ). (2.14)

Wir wollen die Dirichlet-Randbedingung ebenfalls in die Variationsgleichung einbringen.
Dies tun wir, indem wir von u eine Funktion subtrahieren, die in Ω definiert ist und
den Dirichlet-Rand erfüllt. Die entstehenden Terme bringen wir auf die rechte Seite der
Variationsformulierung. Wir ersetzen u durch ũ+w und u0 durch ũ0 +w. Das heißt also, ũ
erfüllt entlang des Dirichlet-Randes ΓD eine Dirichlet-Nullbedingung. Wir definieren einen
entsprechenden Funktionenraum:

V := {v ∈ H1(Ω);Tr(v) = 0 auf ΓD}. (2.15)

Wir erhalten als schwache Formulierung des Problems im Ort:

d

dt

∫
Ω

ũvdx+D

∫
Ω

∇ũ∇vdx+

∫
Ω

k(t, x)ũvdx =

∫
Ω

fvdx+

∫
ΓN

gNTr(v)dS −
∫
Ω

wtvdx−D
∫
Ω

∇w∇vdx−
∫
Ω

kwvdx

für alle v ∈ V , für fast alle t ∈ (0, T ) und ũ = ũ0 auf {0} × Ω. (2.16)

Wir wollen zu einer Formulierung mit Hilfe von Operatoren gelangen. Für eine einfachere
Notation wird ũ durch u ersetzt. Wir schreiben die Gleichung (2.16) in der Form

d

dt
(u(t), v)L2 + a(u(t), v; t) = 〈b(t), v〉 auf (0, T ) für alle v ∈ V

u = u0 ∈ L2(Ω).

Wir setzen für alle w, v ∈ V

a(w, v; t) = D

∫
Ω

∇w∇vdx+

∫
Ω

k(t, x)wvdx ,

〈b(t), v〉V =

∫
Ω

fvdx+

∫
ΓN

gNTr(v)dS −
∫
Ω

wtvdx−D
∫
Ω

∇w∇vdx−
∫
Ω

kwvdx ,

und erhalten eine Bilinearform a : V × V × [0;T ]→ R und ein Funktional b(t) ∈ V ∗.

Notation (Schwache Formulierung). Die Formulierung des Modellproblems in der schwa-
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chen Form lautet letztendlich

d

dt
(u(t), v)L2 + a(u(t), v; t) = 〈b(t), v〉 in (0, T ) für alle v ∈ V

u = u0 ∈ L2(Ω), (2.17)

wobei u ∈ H1(0, T ;V,H) gesucht wird.
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16 3 Analytische Untersuchung einer linearen Reaktions-Diffusions-Gleichung

3 Analytische Untersuchung einer linearen
Reaktions-Diffusions-Gleichung

In diesem Kapitel sollen wichtige analytische Aspekte von Reaktions-Diffusions-
Gleichungen behandelt werden. Zunächst betrachten wir eine einzelne lineare RD-
Gleichung mit gemischten Randwerten. Es werden fundamentale Eigenschaften wie Exis-
tenz, Regularität, Positivität und Beschränktheit bewiesen. Dabei werden auch die Grund-
lagen für die Theorie von parabolischen Differentialgleichungen eingeführt.
Die Resultate für die einzelnen linearen RD-Gleichungen können dann zum Beispiel durch
Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes verwendet werden, um Existenz und Ein-
deutigkeit von nichtlinearen RD-Gleichungen und RD-Systemen zu beweisen.
Der Fokus des folgenden Abschnittes liegt auf einem Existenzbeweis für die Variations-
gleichung (2.17). In der Literatur findet sich eine generelle Behandlung von parabolischen
partiellen Differentialgleichungen zum Beispiel in [Eva98], [Gaj74] oder [Zei90]. Für Pro-
bleme in dieser allgemeinen Form werden dort zwei verschiedene generelle Lösungsansätze
vorgeschlagen: die Halbgruppentheorie [Zei90] sowie die Galerkin-Methode [Eva98], [Gaj74]
und [Zei90].
Die Galerkin-Methode stellt zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit geringere Regula-
ritätsanforderungen an die Eingangsdaten als die Halbgruppentheorie [Zei90][S.405], insbe-
sondere bzgl. Quellterm und Dirichlet-Randbedingungen. Als Preis dafür ergeben sich bei
der Galerkin-Methode geringfügig schwächere Regularitätseigenschaften der Lösung, je-
doch sind diese hinreichend um physikalische Eigenschaften wie die Positivität der Lösung
oder die Erhaltungsgleichung zu zeigen. Das Problem kann damit allgemeiner formuliert
werden und wir erhalten einen größeren Spielraum bei der Modellierung von physikalischen
Problemen. Wir verwenden aus diesem Grunde die Galerkin-Methode als Beweisverfahren.

3.1 Stetigkeit der Linear- und Bilinearform sowie Koerzivität

Lemma 3.1.1 (Stetigkeit der Linearform). Es gilt tatsächlich L ∈ L2(0, T ;V ∗).
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Beweis.

|L(t)[v]| ≤ |
∫

ΓN

gNTr(v)dS|+ |
∫
Ω

wtvdx|+D|
∫
Ω

∇w∇vdx|+ |
∫
Ω

kwvdx|

≤ ‖gN‖L2(∂Ω)‖v‖L2(∂Ω) + (‖wt‖V ∗ +D‖∇w‖L2(Ω,Rd) + ‖k‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖L2(Ω))‖v‖L2(Ω)

Stetigkeit des Spuroperators:

≤ C‖gN‖L2(∂Ω)‖v‖L2(Ω) + (‖wt‖V ∗ +D‖∇w‖L2(Ω) + ‖k‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖L2(Ω))‖v‖L2(Ω)

≤ (C‖gN‖L2(∂Ω) + ‖wt‖V ∗ +D‖∇w‖L2(Ω,Rd) + ‖k‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖L2(Ω))‖v‖V .

Es folgt also insbesondere ‖L(t)‖V ∗ ≤ C‖gN‖L2(∂Ω) + ‖wt‖V ∗ + D‖∇w‖L2(Ω) +
‖k‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖L2(Ω). Für die L2(0, T ;V ∗)-Norm ergibt sich damit:

‖L‖L2(0,T ;V ∗) =

 T∫
0

(
C‖gN‖L2(∂Ω) + ‖wt‖V ∗ +D‖∇w‖L2(Ω,Rd) + ‖k‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖L2(Ω)

)2


1
2

≤

 T∫
0

4(C2‖gN‖2L2(∂Ω) + ‖wt‖2V ∗ +D2‖∇w‖2L2(Ω,Rd) + ‖k‖2L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖
2
2)dt


1
2

≤ 2

 T∫
0

C‖gN‖2L2(∂Ω)dt+

T∫
0

‖wt‖2V ∗dt+D

T∫
0

‖∇w‖2L2(Ω,Rd)dt+

T∫
0

‖k‖2L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖
2
2dt


1
2

≤ 2C‖gN‖L2(0,T ;L2(∂Ω)) + 2‖wt‖L2(0,T ;V ∗)

+ 2D‖∇w‖L2(0,T ;L2(Ω,Rd)) + 2‖k‖2L∞(0,T ;L∞(Ω))‖w‖L2(0,T ;L2(Ω)). (3.1)

Lemma 3.1.2. Die Form a : V × V × [0, T ]→ R ist inden ersten zwei Argumenten stetig
und koerziv mit Konstanten unabhängig von t ∈ [0, T ]. Das heißt

|a(u, v; t)| ≤ C‖u‖V ‖v‖V (Stetigkeit) , (3.2)

|a(u, v; t)| ≥ α‖v‖2H1(Ω) (Koerzivität) , (3.3)

für Konstanten C > 0 und α > 0 unabhängig von t ∈ [0, T ].

Beweis. (i) Stetigkeit:

|a(u, v; t)| = |D
∫
Ω

∇u∇vdx+ k(t)

∫
Ω

uvdx|

≤ D‖∇u‖L2(Ω,Rd)‖∇v‖L2(Ω,Rd) + ‖k‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ max{D, k}‖u‖V ‖v‖V .
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18 3 Analytische Untersuchung einer linearen Reaktions-Diffusions-Gleichung

(ii) Koerzivität: Wir wenden die allgemeine Poincaré-Ungleichung [Alt06, S. 240] auf V
an:

|a(v, v; t)| = D‖∇v‖2L2(Ω,Rd) + k(t)‖u‖22
≥ D‖∇v‖2L2(Ω,Rd)

≥ C‖v‖2H1(Ω) für eine Konstante C > 0.

Für Details siehe [Alt06, S. 246], Beispiel 5.

3.2 Existenz und Eindeutigkeit für eine
Reaktions-Diffusions-Gleichung

Im Folgenden wollen wir einen Satz zur Existenz und Eindeutigkeit von Evolutions-
gleichungen formulieren und diesen mit Hilfe einer Galerkin-Approximation beweisen. Ein
ausführlicher Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis für das Variationsproblem (2.17) findet
sich in [Zei90, S.430ff]. Wir nehmen hier der Einfachheit halber an, dass die Funktion für
den Reaktionsterm k (s. Annahmen(A), Kap. 2.4) eine Konstante ist mit k ≥ 0.

Satz 3.2.1. Sei V ⊂ H ⊂ V ∗ ein Evolutionstripel und a : V × V → R eine koerzive und
stetige Bilinearform. Desweiteren sei b ∈ L2(0, T ;V ∗). Dann hat die Variationsgleichung

d

dt
(u(t), v)H + a(u(t), v) = 〈b(t), v〉V für alle v ∈ V, für fast alle t ∈ (0, T ), (3.4)

u(0) = u0 ∈ H (3.5)

genau eine Lösung u ∈ H1(0, T ;V,H).

Beweis. (i) Anwendung der Galerkin-Approximation. Da V separabel ist, gibt es
eine abzählbare Teilmenge {wi|i ∈ N} ⊂ V , die dicht in V liegt und linear unabhängig ist.
Mit Vm bezeichnen wir die endlichen Mengen Vm := span{w1, . . . , wm}. Da V dicht in H

liegt, gibt es ein u0m ∈ Vm, u0m :=
∞∑
k=1

αkmwk (mit αkm ∈ R), so dass u0m → u0 in H für

m→∞. Wir suchen Funktionen um(t) :=
m∑
k=1

ckm(t)wk, so dass für fast alle t ∈ (0, T ) gilt

d

dt
(um(t), v)H + a(um(t), v) = 〈b(t), v〉V für alle v ∈ Vm, für fast alle t ∈ (0, T ), (3.6)

um(0) = u0m. (3.7)
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Formulieren wir (3.6), (3.7) explizit so erhalten wir

m∑
k=1

[c′km(wk, wj)H + ckm(t)a(wk, wj)] = 〈b(t), v〉V für fast alle t ∈ (0, T ), (3.8)

cjm(0) = αjm, 1 ≤ j ≤ m. (3.9)

Die Gleichungen in (3.8) und (3.9) bilden ein Anfangswertproblem für ein implizites Sys-
tem von m linearen gewöhnlichen Differentialgleichungen für die unbekannten Funktionen
ckm, 1 ≤ k ≤ m. Die Funktionen t 7→ 〈b(t), wj〉 auf der rechten Seite liegen in L2(0, T ). Da
{w1, . . . , wm} linear unabhängig sind, gilt für die Gram-Determinante det{(wk, wj)H} 6= 0.
Damit können die Gleichungen in (3.8) nach c′km aufgelöst werden und wir erhalten ein
explizites System. Nach dem Satz von Carathéodory für Systeme linearer gewöhnlicher
Differentialgleichungen mit Lebesgue-integrierbarer rechter Seite existiert eine eindeuti-
ge Lösung (c1m, . . . , cmm) ∈ (H1(0, Tm))m für gewisse Tm ∈ (0, T ]. Dann löst um(t) :=
m∑
k=1

ckm(t)wk die Galerkin-Gleichungen (3.6), (3.7) und es gilt um ∈ H1(0, T ;V,H), m ∈ N.

(ii) A priori-Schranken für {um}. Durch Einsetzen von v = um(t) ∈ Vm in (3.6)
erhalten wir nach Integration über [0, t], 0 < t < T

‖um(t)‖2H +

t∫
0

a(um(s), um(s))ds = ‖u0m‖2H +

t∫
0

〈b(s), um(s)〉V ds.

Da die Bilinearform a(., .) koerziv ist, gibt es ein α > 0 mit a(v, v; t) ≥ α‖v‖2V . Es folgt
also

‖um(t)‖2H + α

t∫
0

‖um(s)‖2V ds ≤ ‖u0m‖2H +

t∫
0

‖b(s)‖V ∗‖um(s)‖V ds.

Anwendung der Young’schen Ungleichung ergibt

‖um(t)‖2H + α

t∫
0

‖um(s)‖2V ds ≤ ‖u0m‖2H +
1

2α

t∫
0

‖b(s)‖2V ∗ds+
α

2

t∫
0

‖um(s)‖2V ds.

Nun ist ‖u0m‖ als konvergente Folge beschränkt und b ∈ L2(0, T ;V ∗). Es gibt also eine
Konstante C1 > 0 mit

‖um(t)‖2H +
α

2

t∫
0

‖um(s)‖2V ds ≤ C1.

Folglich gilt Tm = T für alle m ∈ N und es gibt eine Konstante C2 > 0 mit

‖um‖L∞(0,T ;H) + ‖um‖L2(0,T ;V ) ≤ C2. (3.10)

Sei nun A : V → V ∗, 〈Au, v〉V := a(u, v) für v ∈ V , die Abbildung A ∈ L(V, V ∗), welche
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durch a induziert wird. Wir betrachten dann die Abbildung Ã : L2(0, T ;V )→ L2(0, T ;V ∗),
definiert durch

〈Ãu, v〉L2(0,T ;V ) :=

T∫
0

〈Au(t), v(t)〉V dt, v ∈ L2(0, T ;V ).

Dann ist Ã ∈ L(L2(0, T ;V ), L2(0, T ;V ∗)), denn es gilt

|〈Ãu, v〉L| ≤
T∫

0

|a(u(t), v(t)|dt ≤ C3‖u‖L2(0,T ;V )‖v‖L2(0,T ;V ).

Mit Ungleichung (3.10) erhalten wir

‖Ãum‖L2(0,T ;V ∗) ≤ C4 für alle m ∈ N.

Aufgrund der Reflexivität der involvierten Räume gibt es u ∈ L2(0, T ;V ), w ∈
L2(0, T ;V ∗), z ∈ H, so dass nach Übergang zu einer entsprechenden Teilfolge gilt

um → u schwach in L2(0, T ;V ), (3.11)

um(T )→ z schwach in H, (3.12)

Ãum → w schwach in L2(0, T ;V ∗), (3.13)

um(0)→ u0 stark in H. (3.14)

(iii) Wir zeigen, dass u ∈ H1(0, T ;V,H) und

u′ + w = b,

u(0) = u0, u(T ) = z.

Zunächst gilt für alle ψ ∈ C∞[0, T ], v ∈ Vm, dass ψvm ∈ H1(0, T ;V,H). Es folgt

(um(T ), ψ(T )v)H − (um(0), ψ(0)v)H

=

T∫
0

{〈w′m(t), ψ(t)v〉V + 〈ψ′(t)v, um(t)〉V }dt

=

T∫
0

{〈b(t)−Aum(t), ψ(t)v〉+ 〈ψ′(t)v, um(t)〉V }dt.
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Aus (3.11)-(3.14) können wir folgern

(z, ψ(T )v)H − (u0, ψ(T )v)H =

T∫
0

{〈b(t)− w(t), ψ(t)v〉V + 〈ψ′(t)v, u(t)〉V }dt. (3.15)

Nun ist
∞⋃
m=1

Vm dicht in V. Für jedes v ∈ V gibt es also ein vm ∈ V , so dass

ψvm → ψv in L2(0, T ;V ) , ψ′vm → ψ′v in L2(0, T ;V ∗).

Folglich gilt Gl. (3.15) auch für alle ψ ∈ C∞0 (0, T ), v ∈ V :

T∫
0

〈b(t)− w(t), v〉ψ(t) = −
T∫

0

(v, u(t))Hψ
′(t)dt.

Es gibt also ein u′ ∈ V ∗ mit u′ = b − w. Außerdem gibt es wegen Gl. (3.15) ein v ∈ V ,
ψ ∈ C∞[0, T ] mit ψ(T ) = 1 und ψ(0) = 0, also:

(z, v)H =

T∫
0

{〈u′(t), ψ(t)v〉V + 〈ψ′(t)v, u(t)〉V }

= (u(T ), ψ(T )v)H − (u(0), ψ(0)v)H

= (u(T ), v)H .

Demnach gilt z = u(T ). Setzen wir ψ(0) = 1 und ψ(T ) = 0, so erhalten wir analog
u(0) = u0.

(iv) Existenz. Wir zeigen, dass Ãu = w. Dann folgt u′+ Ãu = b und die Existenz einer
Lösung ist bewiesen. Es gilt

um → u schwach in L2(0, T ;V )

⇒Ãum → Ãu schwach in L2(0, T ;V ∗)

⇒Ãu = w.

(v) Eindeutigkeit. Seien u1, u2 ∈ H1(0, T ;V,H) zwei Lösungen zu (3.4), (3.5). Dann
gilt für alle φ ∈ V und für fast alle t ∈ (0, T )

d

dt
(u1(t)− u2(t), φ)H + a(u1(t)− u2(t), φ) = 0,

(u1 − u2)(0) = 0.
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Setzen wir φ = u1(t)− u2(t) und integrieren über [0, T ], so erhalten wir

0 = ‖u1(T )− u2(T )‖2H +

T∫
0

a(u1(t)− u2(t), u1(t)− u2(t))dt

≥ ‖u1(T )− u2(T )‖2H + α‖u1 − u2‖2L2(0,T ;V ). (3.16)

Somit gilt u1(t) = u2(t) fast überall auf (0, T ).

Korollar. Unter den Annahmen (A), Kap. 2.4, liefert der vorangehende Satz Existenz
und Eindeutigkeit für das Modellproblem (2.17) in der schwachen Form.

3.3 Positivität, Beschränktheit und eine Erhaltungsgleichung

Eine Lösung u ∈ H1(0, T ;H1(Ω)) des Modellproblems (2.17) in der schwachen Form ist
nicht mehr unbedingt zweimal stetig differenzierbar, wie im klassischen Sinne in den Glei-
chungen (2.10)-(2.13) angenommen. Sie muss nur noch einmal schwach differenzierbar sein.
Es kann daher durchaus Lösungen der Gleichung (2.17) geben, auch wenn die Gleichungen
((2.10)-(2.13) im klassischen Sinne nicht lösbar sind. Dennoch ist eine schwache Lösung
auch physikalisch sinnvoll. Einige wichtige Eigenschaften sollen deshalb hier bewiesen wer-
den. Wir beginnen mit der Positivität der Lösungen unserer linearen RD-Gleichung. Der
Beweis folgt der Methode von Stampacchia [Per10] auf unbeschränkten Gebieten. Der
Beweis wurde hier auf den Fall eines beschränkten Gebietes mit Dirichlet- und Neumann-
Randbedingungen angepasst.

Satz 3.3.1 (Positivität). Es gelten die Annahmen (A), Kap. 2.4, und die Randdaten
erfüllen gD ≥ 0 fast überall auf ΓD × (0, T ) sowie gN ≥ 0 fast überall auf ΓN × (0, T ). Für
den Quellterm gilt f ≥ 0 in Ω× (0, T ) und die Startfunktion u0 ist ebenfalls positiv in Ω.
Dann folgt für die Lösung u von (2.17)

u ≥ 0 in Ω× [0, T ]. (3.17)

Beweis. (nach Stampacchia):
Wir setzen p = −u. Dann gilt für p die schwache Formulierung

d

dt

∫
Ω

pvdx+

∫
Ω

∇p∇vdx−
∫
∂Ω

∂p

∂n
Tr(v)dS +

∫
Ω

kpvdx = −
∫
Ω

fvdx

für alle v ∈ H1(Ω) und für fast alle t ∈ (0, T ) .
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Die Testfunktion v substituieren wir durch (p)+ := max(0, p) und erhalten

1

2

d

dt

∫
Ω

(p(x, t))2
+dx+

∫
Ω

|∇(p)+|2dx−
∫
∂Ω

∂p

∂n
Tr((p)+)dS +

∫
Ω

k · (p)2
+dx = −

∫
Ω

f · (p)+dx

für fast alle t ∈ (0, T ).

Offensichtlich gilt fast überall auf ΓD×(0, T ): Tr((p)+) = 0. Wir ersetzen zudem ∂p
∂n durch

−gN

1

2

d

dt

∫
Ω

(p(x, t))2
+dx+

∫
Ω

|∇(p)+|2dx+

∫
ΓN

gNTr((p)+)dS +

∫
Ω

k · (p)2
+dx = −

∫
Ω

f · (p)+dx

für fast alle t ∈ (0, T ).

Nun gilt fast überall auf ΓN × (0, T ): gN ≥ 0, also

1

2

d

dt

∫
Ω

(p(x, t))2
+dx ≤ −‖k‖∞

∫
Ω

(p)2
+dx für fast alle t ∈ (0, T ).

Es folgt

∫
Ω

(p(x, t))2
+dx ≤ e

−2
t∫
0

‖k(s)‖∞ds
∫
Ω

(p0(x))2
+dx für t ∈ (0, T ).

Nach Annahme ist u0 ≥ 0, woraus
∫
Ω

(p0(x))2
+dx = 0 folgt und damit auch

∫
Ω

(p(x, t))2
+dx =

0 für alle t ∈ (0, T ). Das heißt u(t, x) ≥ 0 in Ω× [0, T ].

Neben der wichtigen Positivitätseigenschaft können wir noch eine Erhaltungsgleichung
ableiten.

Bemerkung 3.3.1 (Erhaltungsgleichung). Sei u eine Lösung von (2.17). Wir setzen in (2.14)
v ≡ 1 in Ω und bekommen die Erhaltungsgleichung

d

dt

∫
Ω

udx =

∫
∂Ω

∂u

∂n
dS +

∫
Ω

(f − ku)dx. (3.18)

(3.19)

Zuletzt wollen wir in diesem Abschnitt noch eine Beschränktheitseigenschaft zeigen.

Satz 3.3.2 (Beschränktheit). Es gelten die Annahmen (A), Kap. 2.4, und die Randdaten
erfüllen gD ≤ C fast überall auf ΓD × (0, T ) und gN ≤ 0 fast überall auf ΓN × (0, T ). Für
den Quellterm gilt f ≤ 0 in Ω× (0, T ) und die Startfunktion ist beschränkt durch u0 ≤ C
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in Ω. Dann folgt für die Lösung u von (2.17):

u ≤ C in Ω× [0, T ].

Beweis. Wir wenden den Satz über die Positivität von Lösungen an. ũ = −u+C ist eine
Lösung des Problems

d

dt

∫
Ω

ũvdx+

∫
Ω

∇ũ∇vdx−
∫
∂Ω

∂ũ

∂n
Tr(v)dS +

∫
Ω

kũvdx = −
∫
Ω

fvdx

für alle v ∈ H1(Ω) und für fast alle t ∈ (0, T ) ,

ũ = −gD + C auf (0, T )× ΓD,

∂ũ

∂n
= −gN auf (0, T )× ΓN ,

ũ = −u0 + C auf {0} × Ω.

Der Satz über Positivität liefert uns dann ũ = −u+ C ≥ 0, also u ≤ C.
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4 Nichtlineare
Reaktions-Diffusions-Gleichungen und
Systeme

4.1 Der Banach’sche Fixpunktsatz

Im Folgenden wollen wir Systeme von Reaktions-Diffusions-Gleichungen mit Hilfe des Ba-
nach’schen Fixpunktsates auf Lösbarkeit untersuchen. Für den Beweis folgen wir den
Ausführungen in [Eva98, S. 498ff]. Wir betrachten folgendes System von Reaktions-
Diffusions-Gleichungen, der Einfachheit halber setzen wir Dirichlet-Nullrandbedingungen
voraus:

ut −D ·∆u = f(u) in Ω× [0, T ], (4.1)

u = 0 auf ∂Ω× [0, T ], (4.2)

u = u0 auf Ω× {t = 0}. (4.3)

Dabei sind u = (u1, · · · , um), u0 = (u0
1, · · · , u0

m) Vektoren und D = diag(D1, . . . , Dm). Die
Diffusionskonstanten Di sind alle positiv, also Di > 0, i = 1, . . . ,m. Das Gebiet Ω ∈ Rn
ist offen und beschränkt mit Lipschitz-Rand. Die Zeit T > 0 wird fixiert. Wir nehmen
an, dass f : Rm → Rm Lipschitz-stetig ist und die Anfangswertfunktion u0 in H1

0 (Ω;Rm)
liegt.

Satz 4.1.1. Das oben gegebene System hat genau eine Lösung.

Beweis. (i) Wir wollen den Banach’schen Fixpunktsatz auf den folgenden metrischen
Raum anwenden:

X = C([0, T ];L2(Ω;Rm)),

mit der Norm

‖v‖ := max
0≤t≤T

‖v(t)‖L2(Ω;R2).

Wir definieren uns einen Operator A : X → X wie folgt: Sei u eine beliebige Funktion aus
X. Wir setzen h(t) := f(u(t)), (0 ≤ t ≤ T ). Es folgt: h ∈ L2(0, T ;L2(Ω;Rm)). Damit hat
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nach dem Existenzsatz 3.2.1 die lineare parabolische partielle Differentialgleichung

wt −D ·∆w = f(u) in Ω× [0, T ],

w = 0 auf ∂Ω× [0, T ],

w = u0 auf Ω× {t = 0}.

eine eindeutige Lösung

w ∈ H1(0, T ;H1
0 (Ω;Rm)) ⊂ X.

Folglich erfüllt w ∈ X die Gleichung

〈w′i, v〉+Di

∫
Ω

∇wi · ∇vdx = (hi, v)Ω für i = 1, . . . ,m, fast überall in [0, T ] (4.4)

für alle v ∈ H1
0 (Ω) und der Startbedingung w(0) = u0. Wir definieren A : X → X durch

A[u] = w.

(ii) Wir wollen zeigen, dass A eine strikte Kontraktion ist, wenn T klein genug gewählt
wird. Um dies zu beweisen, wählen wir u, ũ ∈ X und definieren w = A[u], w̃ = A[ũ] wie
oben. Damit erfüllt die Iterierte w das Gleichungssystem (4.4) für h = f(u) und w̃ erfüllt
dieses Gleichungssystem für h̃ := f(ũ). In der schwachen Formulierung setzen wir die
Testfunktion v = w − w̃ und es folgt:

1

2

d

dt
‖w − w̃‖2L2(Ω;Rm) + min

i=1,...,m
{Di}‖∇w −∇w̃‖2L2(Ω;Rn×m) ≤ (w − w̃, h− h̃).

Anwendung der Poincaré-Ungleichung ergibt

d

dt
‖w − w̃‖2L2(Ω;Rm)+2C1 min

i=1,...,m
{Di}‖w − w̃‖2H1

0 (Ω;Rm) ≤ 2(w − w̃, h− h̃).

Bei Anwendung der Hölder- und Young’schen Ungleichung folgt

d

dt
‖w − w̃‖2L2(Ω;Rm)+2C1 min

i=1,...,m
{Di}‖w − w̃‖2H1

0 (Ω;Rm)

≤ ε‖w − w̃‖2L2(Ω;Rm) +
1

ε
‖f(u)− f(ũ)‖2L2(Ω;Rm)

≤ ε‖w − w̃‖2H1
0 (Ω;Rm) +

1

ε
‖f(u)− f(ũ)‖2L2(Ω;Rm).

Nach Voraussetzung ist min
i=1,...,m

{Di} > 0 und wir können ε = 2C1 min
i=1,...,m

{Di} wählen.

Damit erhalten wir

d

dt
‖w − w̃‖2L2(Ω;Rm) ≤ C2‖f(u)− f(ũ)‖2L2(Ω;Rm).
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Da f Lipschitz-stetig ist, gilt

‖w(s)− w̃(s)‖2L2(Ω;Rm) ≤ C3

s∫
0

‖u− ũ‖2L2(Ω;Rm)dt (4.5)

≤ C3T max
0≤s≤T

‖u(s)− ũ(s)‖2.

für alle 0 ≤ s ≤ T . Maximieren wir auch die linke Seite bezüglich s, bekommen wir:

‖w − w̃‖2 ≤ C3T‖u− ũ‖2.

Somit gilt

‖A[u]−A[ũ]‖ ≤ (C3T )
1
2 ‖u− ũ‖.

Gilt nun T < 1
C3

so folgt (C3T )
1
2 = γ < 1. Damit ist A eine Kontraktion. Der Fall T ≥ 1

C3

wird im nächsten Punkt diskutiert.

(iii) Bei einem beliebigen T > 0 können wir das Problem aufteilen. Die Konstante C3 ist
nämlich unabhängig von der Zeit und der gewählten Startfunktion. Wir wählen T̄ > 0 so
klein, dass (C3T̄ )

1
2 < 1. Wir können den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden, um eine

schwache Lösung u von unserem Problem zu finden, die auf dem Intervall [0, T̄ ] existiert.
Da u ∈ H1([0, T̄ ];H1(Ω;Rm)) können wir das Problem neu definieren mit u0 = u(T̄ ). Wir
können dann das Argument wiederholen und die Lösung auf das Intervall [T̄ , 2T̄ ] erweitern.
Nach endlich vielen Schritten können wir so eine Lösung auf das ganze Zeitintervall [0, T ]
erweitern.

(iv) Eindeutigkeit:
Nehmen wir an, wir hätten zwei schwache Lösungen u und ũ unseres Problems. Es gilt
dann w = u und w̃ = ũ. Dies setzen wir in in Ungleichung (4.5) ein und erhalten

‖u(s)− ũ(s)‖2L2(Ω;Rm) ≤ C3

s∫
0

‖u− ũ‖2L2(Ω;Rm)dt.

für alle 0 ≤ s ≤ T . Aus dem Lemma von Gronwall folgt dann: u = ũ.
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4.2 Ein Beispiel: Der Brüsselator

Der Brüsselator beschreibt einen Fall, in dem die chemischen Reaktionen dem Schema

A −→ U,

B + U −→ V +D,

2U + V −→ 3U,

U −→ E

folgen. Dabei sind A, B, D, E, U und V chemische Verbindungen. Seien u(t, x) und
v(t, x) Konzentrationen von U und V . Wir nehmen an, dass die Konzentrationen der
Verbindungen A und B während des Reaktionsprozesses konstant gehalten werden. Sie
werden mit den Konstanten a bzw. b bezeichnet. Aus dem oben stehenden Reaktions-
Schema lässt sich dann folgendes System von zwei nichtlinearen gekoppelten Reaktions-
Diffusions-Gleichungen ableiten:

∂u

∂t
= d1∆u+ au2v − (b+ 1)u+ 1 in (0, T )× Ω, (4.6)

∂v

∂t
= d2∆u− au2v + bu in (0, T )× Ω, (4.7)

u(t, x) = v(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω.

Um die Existenz dieses Gleichungsystems zu zeigen, wollen wir den Banach’schen
Fixpunktsatz anwenden. Wir führen eine Funktion f : R2 → R2 ein, welche die Reak-
tionsterme der Brüsselatorgleichungen beschreibt:

f1(x, y) := ax2y − (b+ 1)x+ 1, (4.8)

f2(x, y) := −ax2y + bx. (4.9)

Wir versuchen eine sogenannte Trapping-Region (s. Abbildung 4.1) für das Brüsselator-
Modell zu finden. Als Trapping-Region K definieren wir uns folgendes Gebiet

K :=

{
(x, y) ∈ R2| x > 1

b+ 1
, y > 0, y <

b(b+ 1)

a
und x+ y < 2 +

b(b+ 1)

a

}
. (4.10)

Auf den Rändern der Trapping-Region gilt

f1(
1

b+ 1
, y) = − a

(b+ 1)2
y + 1 > 0 für y <

b(b+ 1)

a
(linker Rand),

f2(x, 0) = bx > 0 für x >
1

b+ 1
(unterer Rand) ,
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Abbildung 4.1: Trapping-Region für den Brüsselator.

f2(x,
b(b+ 1)

a
) = −x2b(b+ 1) + bx = −bx · (x(b+ 1)− 1) < 0 für x >

1

b+ 1
(oberer Rand),

~n · (f1(x, y), f2(x, y)) = f1(x, y) + f2(x, y) = −x+ 1 < 0 für x > 1 (rechter Rand) .

Jede Lösung des Brüsselatorsystems mit Startkonzentration innerhalb der Trapping-
Region bleibt also dort gefangen. Wir definieren

f+(x, y) =

{
f falls (x, y) ∈ K,
0 sonst.

Wir sehen, dass f stetig ist. Damit ist f eingeschränkt auf K insbesondere Lipschitz-stetig.
Wir wenden Theorem 4.1.1 auf

∂u

∂t
= d1∆u+ f1

+(u, v) in (0, T )× Ω, (4.11)

∂v

∂t
= d2∆u+ f2

+(u, v) in (0, T )× Ω, (4.12)

u(t, x) = v(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω,

an und erhalten die Existenz einer Lösung innerhalb der Trapping-Region.

Aus diesem Existenzsatz leitet sich insbesondere eine Möglichkeit zur Lösung von
großen Gleichungssystemen ab. In jedem Iterationsschritt können die einzelnen Glei-
chungen getrennt berechnet werden. Es ergeben sich also Möglichkeiten zur Paralle-

Diplomarbeit Wolfgang Giese



30 4 Nichtlineare Reaktions-Diffusions-Gleichungen und Systeme

lisierung. Eine ausführliche Behandlung der Dynamik des Brüsselators und ähnlicher
Reaktions-Diffusions-Systeme, wie dem Gray-Scott-Modell, dem Glykolyse-Modell oder
Schnackenberg-Modell findet sich in [You07].
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5 Das unstetige Galerkin-Verfahren

Das unstetige Galerkin-Verfahren ist eine Methode zur Approximation von Lösungen
von partiellen Differentialgleichungen, welche seit über 30 Jahren verwendet und weiter-
entwickelt wird. Reed und Hill [RH73] führten 1973 die erste Discontinuous Galerkin
(DG)-Methode für hyperbolische Probleme ein. Ebenfalls in den 1970ern wurden
DG-Methoden für elliptische und parabolische Gleichungen unabhängig von mehreren
Wissenschaftlern eingeführt. Die dort verwendeten Methoden werden Interior Penalty
(IP)-Methoden genannt, dieser Begriff wurde 1976 erstmals von Douglas und Dupont
[JD76] geprägt. Die IP-Methoden wurden unabhängig von den Methoden für hyper-
bolische Probleme weiterentwickelt und sind nach wie vor Forschungsgegenstand. Die
IP-Methoden werden auch in dieser Arbeit untersucht. Eine allgemeine Einführung und
Übersicht in die wichtigsten DG-Verfahren findet sich in der Unified Analysis [ABCM01]
von Arnold, Brezzi, Cockburn und Marini aus dem Jahr 2001. Wir werden nachfolgend
die Idee der DG-Verfahren darstellen.

5.1 Idee

Genau wie bei der klassischen FE-Methode zerlegt man das Gebiet, auf dem die partielle
Differentialgleichung gelöst werden soll, in kleine Gitterelemente, meist in Dreiecke (2D)
oder Tetraeder (3D). Bei den DG-Verfahren wählt man gewöhnlich für jedes Gitterelement
eine lineare Funktion oder ein Polynom höherer Ordnung, welches die Lösung auf diesem
Element approximieren soll. Die Koeffizienten der Polynome werden durch eine sogenannte
Variationsgleichung bestimmt, welche verfahrensabhängig aufgestellt wird. Man erhält
ein Gleichungssystem, welches nach den eben erwähnten Koeffizienten aufgelöst werden
muss. Bei den DG-Methoden ist die Anzahl der Freiheitsgrade direkt proportional zur
Anzahl der Gitterelemente. Es wird für gewöhnlich eine Monombasis zur Approximation
der Lösung gewählt [Riv08, S. 35]. Hat man beispielsweise N = 10000 Gitterelemente,
so beträgt die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizenten bei der Approximation durch
lineare Funktionen N × 3 = 30000 (2D) bzw. N × 4 = 40000 (3D) und bei quadratischen
Polynomen N × 6 = 60000 (2D) bzw. N × 10 = 100000 (3D).

Im Gegensatz zur klassischen FE-Methode wird an den Elementübergängen keine Ste-
tigkeit vorausgesetzt. Die Unstetigkeiten werden in der Variationsformulierung für die
IP-Vefahren durch die Interior Penalty (IP)-Terme bestraft. Es werden drei verschiedene
DG-Methoden vorgestellt: Symmetric Interior Penalty Galerkin (SIPG), Incomplete Inte-
rior Penalty Galerkin (IIPG) und Nonsymmetric Interior Penalty Galerkin (NIPG). Diese
Verfahren unterscheiden sich in der Wahl der Strafterme. Besondere Aufmerksamkeit wer-
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Abbildung 5.1: Im Bild sieht man eine Approximation auf einem groben Gitter, erzeugt
durch das unstetige Galerkin-Verfahren. Unstetigkeiten werden bestraft,
sind aber möglich. Wie in der Abbildung zu erkennen ist, werden insbe-
sondere bei starken Gradienten kleine Sprünge zwischen den Elementen
erlaubt.

den wir der NIPG-Methode widmen, welche sich besonders gut für diffusionsdominante
Probleme eignet [BG99, Seite 2].

Analog zum funktionalanalytischen Teil werden wir Ort und Zeit getrennt behandeln.
Zur Approximation wenden wir die sogenannte Linienmethode an. Das heißt, wir beginnen
mit der Diskretisierung im Ort durch das unstetige Galerkin Verfahren und gehen dann zur
Approximation in der Zeit über. Wir erhalten durch Aufstellung der Variationsgleichungen
ein System aus gewöhnlichen Differentialgleichungen. Für die Fehleranalyse verwenden wir
die Resultate aus [Fei09]. Wir werden zeigen, dass der Fehler in der L∞(L2)-Norm mit
der Ordnung O(hp) und L2(H1)-Norm ebenfalls mit der Ordnung O(hp) schrumpft. Da-
bei ist h der maximale Elementdurchmesser und p die Polynomordnung. Dies ist optimal
für die NIPG-Methode. Wie bei der FE-Methode kann die Konvergenz für die SIPG-
Methode in der L∞(L2)-Norm auf O(hp+1) [Riv08] verbessert werden, indem man die
Strafparameter, welche die Unstetigkeiten bestrafen, geeignet wählt (Superpenalization)
und weitere Regularitätsanforderungen an Gitter und analytische Lösung stellt. Dadurch
ergeben sich jedoch zwei Nachteile. Zum Einen sind die Parameter gebietsabhängig und
damit ist deren Wahl mit Schwierigkeiten behaftet; zum Anderen werden gewisse physika-
lische Eigenschaften der DG-Approximation zerstört, wodurch der Anwendungsvorteil auf
parabolische Probleme verschwindet. Zum Schluss gehen wir über zur Analyse der Diskre-
tisierung in der Zeit nach [RW00] über. Wir verwenden das sogenannte Theta-Verfahren,
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Methode konsistent stabil Bedingung an Strafparameter H1 L2

LDG[CS98] ja ja σ0 > 0 O(hp) O(hp+1)
SIPG [Arn82] ja ja σ0 > σ∗ O(hp) O(hp+1)
NIPG[BG99] ja ja σ0 > 0 O(hp) O(hp)

IIPG [DSW04] ja ja σ0 > σ∗ O(hp) O(hp)
Brezzi et al. [BMMP00] nein ja σ0 ≈ h−2p O(hp) O(hp+1)

OBB(p=1) ja nein - - -
OBB(p=2) [BO99] ja nein - O(hp) O(hp+1)
Bassi-Rebay [BR97] ja nein - O(hp) O(hp+1)

Tabelle 5.1: Ein Vergleich der vorgestellten DG-Verfahren.

welches für verschiedene Parameter θ als Spezialfälle das implizite Euler-Verfahren und
das Crank-Nicolson-Verfahren enthält. Die Fehleranalyse wird zeigen, dass wir generell in
der `∞(L2)-Norm eine Konvergenzordnung von O(hp) +O(τ) bzw. mit erhöhten Regula-
ritätsbedingungen sogar O(hp) +O(τ2) mit der Crank-Nicolson-Methode erhalten.

5.2 Eine Übersicht

Es gibt DG-Methoden, die stabil und konsistent sind und in der L2-Norm, wie auch in
der H1-Norm optimal konvergieren. Die Methoden unterscheiden sich vor allem in ih-
rer Anwendung auf bestimmte Problemklassen. Bassi und Rebay [BR97] führten 1990
eine DG-Methode ein, die speziell auf die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zuge-
schnitten wurde. Aufbauend auf seinen Ideen, wurde dann von Cockburn und Shu [CS98]
die Local Discontinuous Galerkin(LDG)-Methode als Verallgemeinerung entwickelt. Ak-
tuelle Untersuchungen beschäftigen sich mit der Lösung von rein elliptischen Gleichungen
durch DG-Verfahren, hier sind einerseits die eben erwähnte LDG-Methode und auch die
Methoden von Brezzi et al. [BMMP00] aufzuführen. Im Jahr 1999 wurde von Baumann
und Oden [BO99] eine spezielle Methode für diffusionsdominante Probleme entwickelt.
Wie das Finite Volumen (FE)-Verfahren gilt bei diesem Verfahren auf jedem Gitterele-
ment die Massenerhaltung, jedoch ist diese Methode nicht stabil. Die stabile Version des
OBB-Verfahrens ist das Nonsymmetric Interior Penalty Galerkin (NIPG)-Verfahren, wel-
ches wir in dieser Arbeit näher untersuchen. In Rivière [BG99] werden beide Methoden
ausführlich behandelt. Das NIPG-Verfahren gehört zu den IP-Verfahren, zu denen auch das
Incomplete Interior Penalty Galerkin (IIPG)-Verfahren [DSW04] und das Symmetric In-
terior Penalty Galerkin (SIPG)-Verfahren [Arn82] zu zählen sind. Eine Gegenüberstellung
der erwähnten Verfahren findet sich in der folgenden Tabelle. Als vergleichendes Problem
dient hier die Anwendung auf die Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω, u = 0 auf ∂Ω. (5.1)

Ω ist hier ein konvexes polygonales Gebiet und f eine gegebene Funktion in L2(Ω). Die ers-
ten fünf Verfahren sind abhängig von einem Strafparameter σ0, welcher in die Bestrafung
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der Unstetigkeiten an den Elementkanten einfließt. Bei dem SIPG- und IIPG-Verfahren
hängt dieser insbesondere von dem betrachteten Gebiet ab. Deshalb ist die Berechnung die-
ser Parameter für diese Verfahren in der Praxis problematisch. Um die Konvergenzordnung
und Stabilität bei der LDG- und NIPG-Methode einzuhalten, müssen die Strafparameter
nur größer als Null gewählt werden. Wir konzentrieren uns hier auf das NIPG-Verfahren,
welches insbesondere für diffusionsdominate Probleme geeignet ist. Die Analysis umfasst
jedoch auch andere IP-Methoden, wie das SIPG- oder IIPG-Verfahren und stützt sich auf
eine aktuelle Arbeit von Feistauer [DFKS08] aus dem Jahr 2008.

5.3 Motivation

Aufgrund ihrer physikalischen Genauigkeit sind die unstetigen Galerkin-Verfahren ins-
besondere für Diffusionsprobleme geeignet [Riv08, Seite 67]. Wir werden zeigen, dass
diese Verfahren auf jedem einzelnen Gitterelement eine Form der Kontinuitätsgleichung
erfüllen. Die DG-Verfahren wird wegen dieser Eigenschaft auch gern als Hybridmetho-
de von gewöhnlichen FE-Methoden und Finite Volumen (FV)-Verfahren betrachtet. Mit
der FV-Methode teilt das DG-Verfahren die erwähnte Erhaltungsgleichung, mit der FE-
Methode die Verwendung von Polynomen zur Approximation und die Methoden zur Feh-
leranalyse. Bei den FE-Verfahren entstehen durch die Stetigkeitsbedingung ungewollte
numerische Flüsse entlang der Elementkanten, so dass die Massenerhaltung nicht element-
weise eingehalten werden kann.

In der Anwendung auf Modelle in der Praxis lässt das DG-Verfahren zusätzliche
Spielräume. Im Gegensatz zum Finite Differenzen (FD)-Verfahren können Dirichlet, Neu-
mann oder Robin-Randbedingungen ohne Schwierigkeiten verwendet werden. Die Unste-
tigkeit des Verfahrens erweitert das Anwendungsfeld zudem auf unstetige Diffusions- oder
Reaktionskonstanten und vor allem auch auf unstetige Randbedingungen.

Für die Implementierung bietet das DG-Verfahren eine Reihe von Freiheiten. Das DG-
Verfahren ermöglicht die Verwendung von unstrukturierten Gittern, also Gittern, deren
Elemente unterschiedliche Form und Größe besitzen. Desweiteren unterliegt die Verwen-
dung von Hanging-Nodes, also Ecken, die auf Kanten anderer Elemente liegen, keinen
Einschränkungen. High Polynomial -Verfeinerungsmethoden können ebenfalls leicht im-
plementiert werden. Man verwendet für gewöhnlich eine einfache Monombasis, die man
elementweise definiert. Durch die fehlenden Stetigkeitsvoraussetzungen kann man den Po-
lynomgrad von Element zu Element anders wählen und beliebig erhöhen.

In der Praxis ist es notwendig, für die DG-Verfahren geeignete Parameter für die Be-
strafung der Unstetigkeiten zu wählen. Wir werden sehen, dass dieses Problem für das
hier verwendete NIPG-Verfahren weitestgehend entfällt. Vorschläge für Parameter in der
Praxis finden sich in [Riv08].

Für die Verwendung von Parallelisierungsalgorithmen gibt es weitere Vorteile. Ein wich-
tiger Unterschied zu den gewöhnlichen Finite-Element-Methoden ist nämlich, dass die
resultierenden Gleichungen lokal bzgl. des erzeugenden Elementes aufgestellt werden. Ge-
genüber dem herkömmlichen FE-Verfahren bedeutet dies zunächst einen Mehraufwand
in der Assemblierung, da einerseits mehr Freiheitsgrade existieren und auf der anderen
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Seite durch die notwendigen IP-Terme zusätzliche Integrale ausgewertet werden müssen.
Da jedoch jedes Element als separate Entität angesehen werden kann und nur über die
Kantenflüsse mit den anderen verbunden ist, welche bei der Assemblierung gleich mitbe-
rechnet werden, ergeben sich entscheidende Vorteile für die Parallelisierung der Berech-
nungen [KEP+00]. Die Geschwindigkeitsvorteile durch die Parallelisierung sind erheblich
[Yan96]. In Kapitel 6 werden wir einige Parallelisierungsalgorithmen vorstellen, welche auf
dem DG-Verfahren basieren.

5.4 Diskretisierung im Ort

In den Kapiteln 2 und 3 haben wir eine lineare Reaktions-Diffusions-Gleichung funktio-
nalanalytisch untersucht. Um die Gleichung mit numerischen Methoden zu behandeln,
müssen wir das kontinuierliche Problem in geeigneter Weise diskretisieren. Analog zur
Herangehensweise in der funktionalanalytischen Behandlung, werden wir Ort und Zeit
getrennt betrachten. Wir verwenden die sogenannte Linienmethode. Das heißt, wir begin-
nen mit der Diskretisierung im Ort und gehen dann zur Diskretisierung in der Zeit über.
Bleiben wir stetig in der Zeit und diskretisieren wir im Ort, so nennen wir diese eine
Semidiskretisierung. Die Semidiskretisierung führt auf ein System von gewöhnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Diese wollen wir herleiten und deren Eigenschaften in den folgenden
Abschnitten behandeln. Wir beginnen mit der Einführung einiger notwendiger Bezeich-
nungen und gehen dann zur Variationsformulierung über. Die verwendeten Bezeichnungen
und die vorgestellten Verfahren halten sich an [DFKS08] und [Riv08].

5.4.1 Notationen

Das Gebiet Ω wird in geeigneter Weise in konvexe Polygone zerlegt. Der Rand ∂Ω wird
dabei durch Kanten dieser Polygone approximiert. Mit Th, h > 0, bezeichnen wir eine
solche gegebene endliche Partitionierung des Abschlusses Ω in konvexe Polygone K mit
disjunktem Inneren. Es ist darauf hinzuweisen, dass die Partitionierung keine Konfor-
mitätseigenschaften erfüllen muss, wie man es aus den stetigen FE-Methoden kennt. Als
Maß für die Feinheit des Gitters dient die Größe der einzelnen Elemente. Wir definieren:

hK := diam(K) und

h := max
K∈Th

hK

ρK := Radius der größten Kugel (bzw. Kreis in 2D), die in K eingeschrieben werden kann.

Die Menge aller Kanten, aus denen die Polygone zusammengesetzt sind, bezeichnen wir
mit Fh. Der Rand ∂Ω wird durch die Kanten der angrenzenden Polygone beschrieben,
wobei wir jede Kante entweder dem Dirichlet-Rand oder dem Neumann-Rand zuordnen.
Wir bezeichnen die Menge aller Dirichlet-Kanten mit

FDh := {Γ ∈ Fh; Γ ⊂ ΓD},
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Abbildung 5.2: Elemente mit hängenden Knoten [Fei09].

die Menge aller Neumann-Kanten mit

FNh := {Γ ∈ Fh; Γ ⊂ ΓN}

und die Menge der inneren Kanten mit

FIh := {Γ ∈ Fh; Γ ⊂ Ω}.

Jeder Kante Γ ∈ FIh ordnen wir eine beliebige, aber von nun an festgewählte Einheits-
normale nΓ zu. Für die äußeren Kanten Γ ∈ ∂Ω ist nΓ die ins Gebietsäußere zeigende
Einheitsnormale.

5.4.2 Gebrochene Sobolew-Räume

Das vorgestellte unstetige Galerkin-Verfahren lässt Unstetigkeiten entlang der Kanten zu.
Daher können wir die gewohnten Sobolew-Räume als Funktionenräume nicht verwenden.
Wir definieren deshalb den sogenannten gebrochenen Sobolew-Raum bezüglich einer Par-
titionierung Th:

Hk(Ω, Th) := {v; v|K ∈ Hk(K) für alle K ∈ Th},
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Abbildung 5.3: Zwei benachbarte Gitterelemente [Fei09].

mit der Norm

‖v‖Hk(Ω,Th) :=

∑
K∈Th

‖v‖2Hk(K)

 1
2

und der Seminorm

|v|Hk(Ω,Th) :=

∑
K∈Th

|v|2Hk(K)

 1
2

.

5.4.3 Durchschnitte und Sprünge

Wir wollen die Unstetigkeiten der Funktionen aus den gebrochenen Sobolew-Räumen
in geeigneter Weise beschreiben. Wir führen deshalb Durchschnitte bzw. Sprünge einer
Funktion v aus dem gebrochenen Sobolew-Raum Hk(Ω, Th) entlang einer inneren Kan-

te Γ ein. Für jedes Γ ∈ FIh gibt es zwei benachbarte Elemente K
(L)
Γ und K

(R)
Γ , so dass

Γ ⊂ K(L)
Γ ∩K

(R)
Γ . Dabei ist K

(R)
Γ das Polygon, in das die Einheitsnormale nΓ zeigt und K

(L)
Γ

das Gebiet, von dem nΓ wegzeigt. Zum Verständnis siehe Abbildung 5.3. Für v ∈ Hk(Ω, Th)

sei dann v
(R)
|Γ die Spur von v|K(R)

Γ

entlang Γ. Analog ist v
(L)
|Γ die Spur von v|K(L)

Γ

entlang

Γ. Wir definieren den “Durchschnitt”

〈v〉 =
1

2
(vL|Γ + vR|Γ)
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und den “Sprung”

[v] = vL|Γ − v
R
|Γ

entlang Γ bezüglich nΓ.

5.4.4 Variationsformulierung

Wir wollen eine semidiskrete Variationsformulierung nach der Linienmethode herleiten.
Ausgangspunkt ist wieder das Modellproblem (2.10)-(2.13) und es wird angenommen,
dass eine Lösung u in C1([0, T ], H2(Ω)) existiert. Wir multiplizieren die Gleichung (2.10)
mit einer Testfunktion v aus Hk(Ω, Th) und integrieren über Ω =

⋃
K∈Th

K:

∫
Ω

∂u

∂t
vdx−D

∑
K∈Th

∫
K

∆uvdx+

∫
Ω

kuvdx =

∫
Ω

fvdx.

Die Anwendung der Green’schen Formel führt zu:∫
Ω

∂u

∂t
vdx+D

∑
K∈Th

∫
K

∇u· ∇vdx+

∫
Ω

kuvdx

−D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

∇u·nΓ[v]dS −D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇u·nΓvdS =
∑
K∈Th

∫
K

fvdx+D
∑

Γ∈FNh

∫
Γ

∇u·nΓvdS.

Wegen der Regularität von u gilt∇u·nΓ[v] = 〈∇u〉·nΓ[v]. Einsetzen dieser Identität ergibt:∫
Ω

∂u

∂t
vdx+D

∑
K∈Th

∫
K

∇u· ∇vdx−D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇u〉·nΓ[v]dS (5.2)

−D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇u·nΓvdS +

∫
Ω

kuvdx (5.3)

=
∑
K∈Th

∫
K

fvdx+D
∑

Γ∈FNh

∫
Γ

∇u·nΓvdS. (5.4)

Zu dieser Gleichung addieren wir auf beiden Seiten:

−Dε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇v·nΓudS = −Dε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇v·nΓgDdS.

Zusätzlich addieren wir zur linken Seite der Gleichung

−Dε
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇v〉·nΓ[u]dS (= 0).
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Der Parameter ε bestimmt die Verfahrensart. Es gibt folgende Möglichkeiten:

• ε = −1 Nonsymmetric Interior Penalty Galerkin (NIPG)

• ε = 0 Incomplete Interior Penalty Galerkin (IIPG)

• ε = 1 Symmetric Interior Penalty Galerkin (SIPG)

Wir erhalten nach Addition der oben stehenden Terme:∫
Ω

∂u

∂t
vdx+D

∑
K∈Th

∫
K

∇u· ∇vdx+ k

∫
Ω

uvdx

−D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇u〉·nΓ[v]dS −Dε
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇v〉·nΓ[u]dS

−D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇u·nΓvdS −Dε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇v·nΓudS

=
∑
K∈Th

∫
K

fvdx+D
∑

Γ∈FNh

∫
Γ

∇u·nΓvdS −Dε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇v·nΓgDdS.

Mit Blick auf die Neumann-Randbedingung ersetzen wir den Term auf der rechten Seite
durch:

D
∑

Γ∈FNh

∫
Γ

gNvdS.

Zur Stabilisierung des Verfahrens addieren wir auf der linken Seite der Gleichung einen
Strafterm für das Gebietsinnere (Interior Penalty)

−
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[u]· [v]dS = 0

und ebenso für den Dirichlet-Rand (Boundary Penalty):∑
Γ∈FDh

∫
Γ

σu· vdS =
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σgD· vdS.

Diese Strafterme in der Diskretisierung sollen die Sprünge an den inneren Kanten be-
strafen. Der Parameter σ ist ein Gewicht, welches von der Kante Γ und vom jeweiligen
Verfahren abhängt. Wir werden später bestimmen, wie σ gewählt werden muss. Wir führen
nun eine Reihe von Linear- und Bilinear-Formen ein, um die Terme in der Variationsformu-
lierung zu systematisieren. Die Bilinearform, welche die Diffusionsterme zusammenfasst,
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definieren wir durch

aεh : Hk(Ω, Th)×Hk(Ω, Th)→ R,

aεh(u, v) :=D
∑
K∈Th

∫
K

∇u· ∇vdx

−D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇u〉·nΓ[v]dS

−Dε
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇v〉·nΓ[u]dS

−D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇u·nΓvdS

−Dε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇v·nΓudS für alle u, v ∈ Hk(Ω, Th).

Anmerkung:

(i) Für das SIPG-Verfahren (ε = 1) ist aεh(u, v) symmetrisch.

(ii) Es ist darauf hinzuweisen, dass die Definition von aεh unabhängig von der Wahl der
Einheitsnormalen nΓ entlang der inneren Kanten ist.

Beweis von (ii). Wir betrachten zwei entgegengesetzte Einheitsnormalen n1
Γ und n2

Γ mit
n1

Γ = −n2
Γ. Abhängig von der Wahl der Einheitsnormalen wird die Bedeutung von “links

von Γ“ und ”rechts von Γ“ vertauscht. Das heißt also KR1

Γ = KL2

Γ und KL1

Γ = KR2

Γ .

Selbstverständlich gilt dann auch vR
1

|Γ = vL
2

|Γ und vL
1

|Γ = vR
2

|Γ . Es folgt

〈∇w〉·n1
Γ(vL

1

|Γ − v
R1

|Γ ) = 〈∇w〉·n2
Γ(vL

2

|Γ − v
R2

|Γ )

Die Terme der 〈∇w〉·n1
Γ(vL

1

|Γ − v
R1

|Γ ) sind also unabhängig von der Wahl von nΓ.

Für die Stabilisierungsterme definieren wir die Bilinearform

Jσh :Hk(Ω, Th)×Hk(Ω, Th) 7→ R,

mit

Jσh (u, v) :=D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[u]· [v]dS

+D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σu· vdS für alle u, v ∈ Hk(Ω, Th).
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Für die Terme auf der rechten Seite definieren wir eine Linearform

Lh :Hk(Ω, Th)→ R,

mit

Lh(v) :=
∑
K∈Th

∫
K

fvdx+D
∑

Γ∈FNh

∫
Γ

gNvdS

−Dε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇v·nΓgDdS +D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σvgDdS für alle v ∈ Hk(Ω, Th).

Mit diesen Notationen erhalten wir die Variationsgleichung

(
∂u

∂t
, v)Ω + aεh(u, v) + Jσh (u, v) + (ku, v)Ω = Lh(v), (5.5)

für alle v ∈ Hk(Ω, Th) und t ∈ (0, T ).

Korollar (Konsistenz). Aus der dargelegten Herleitung der Variationsgleichung geht her-
vor, dass das Verfahren konsistent ist. Das heißt eine Lösung u in C1([0, T ], H2(Ω)) des
RD-Modells (2.10)-(2.13) erfüllt die Variationsgleichung (5.5).

Semidiskrete Variationsformulierung

Wir wollen die Variationsgleichung diskretisieren. Die approximierte Lösung für unser
Modell suchen wir in dem Raum der stückweise stetigen Polynome. Sei also p ≥ 1 eine
ganze Zahl und P p(K) der Raum der Polynome vom Grad p mit Definitionsbereich K,
dann ist

Sph := {v; v|K ∈ P p(K) für alle K ∈ Th}

der Raum der gebrochenen Polynome vom Grad p. Wir nennen uh eine DG-approximierte
Lösung des Reaktion-Diffusion-Modells (2.10)-(2.13), falls gilt

(a) uh ∈ C1([0, T ];Sph),

(b) (
∂uh
∂t

, vh)Ω + aεh(uh, vh) + Jσh (uh, vh) + (uh, vh)Ω = Lh(vh),

∀vh ∈ Sph und für fast alle t ∈ (0, T ),

(c) uh(0) = u0
h. (5.6)
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5.5 Fehleranalysis für die Semidiskretisierung auf nicht konvexen
Gebieten und nicht konformen Gittern

5.5.1 Annahmen

Definition 5.5.1 (Lokal quasiuniform). Ein Gitter heißt lokal quasiuniform, wenn es
folgende Ungleichung erfüllt:

h
K

(L)
Γ

≤ CQhK(R)
Γ

, für alle Γ ∈ FIh . (5.7)

Wir müssen zum Gitter, wie auch zu den verschiedenen Parametern, die in der Diskre-
tisierung auftauchen, einige Annahmen machen, die uns durch die weitere Fehleranalyse
begleiten werden.

Definition 5.5.2 (Sh-Interpolation). Für v ∈ L2(Ω) bezeichnen wir mit Πhv ∈ Sph die
L2(Ω) Projektion von v auf Sph. Sie wird über die Beziehung

(Πhv − v, ϕh) = 0 für alle ϕh ∈ Sh.

definiert.

Annahmen (A1):

(a) Regularität der analytischen Lösung:

u ∈ C([0, T ], Hp+1(Ω)).

(b) Regularität des Gitters

Th ist quasiuniform mit der Konstante CQ

und es existiert eine Konstante CT > 0 mit

hK
ρK
≤ CT für alle K ∈ Th und für alle h ∈ (0, h0).

(c) Es werden in der Gittererzeugung nur Dreiecke oder Tetraeder verwendet.

(d) Startfunktion wird interpoliert: u0
h = Πhu

0.

(e) Der Strafparameter σ wird wie folgt berechnet [Fei09]:

σ =
2CW

h
K

(L)
Γ

+ h
K

(R)
Γ

,Γ ∈ FIh ,

σ =
CW
h
K

(L)
Γ

,Γ ∈ FDh .
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Abbildung 5.4: Das betrachtete Referenzelement ist ein rechtwinkliges Dreieck mit hKref
=√

2 und ρKref
= (2 +

√
2)−1.

Die Konstante CW wird abhängig vom gewählten Verfahren definiert:

CW >0 (z.B. CW = 1) für die NIPG-Version,

CW ≥2CM (1 + CI)(1 + CQ) für die SIPG-Version,

CW ≥CM (1 + CI)(1 + CQ) für die IIPG-Version.

5.5.2 Approximationssatz, inverse Ungleichung und Abschätzung für den
Strafterm

Einige der folgenden Beweise werden auf einem sogenannten Referenzelement entwickelt.
Mit Hilfe des Transformationssatzes werden die Resultate dann auf die Elemente in der
Triangulierung Th angewendet. Im Fall von zwei Raumdimensionen verwenden wir das
Referenzelement in Abbildung 5.4. Im Fall von drei Raumdimensionen betrachten wir
einen regelmäßigen Tetraeder mit Kantenlänge a = 1 als Referenzelement. Es gilt dann
hKref

= 1 und ρKref
= 1

12

√
6.

Satz 5.5.1 (Transformationsformel). Seien K und K̂ zwei affin äquivalente Dreiecke oder
Teraeder, d.h. es gebe eine bijektive affine Abbildung

F : K̂ → K,

F x̂ = x0 +Bx̂

mit einer nicht singulären Matrix B. Für v ∈ Hk(K) ist dann v̂ := v ◦ F ∈ Hk(K̂), und
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es gibt eine Konstante C = C(K̂, k), so dass für 0 ≤ l ≤ k

|v̂|
Hl(K̂)

≤ C · ‖B‖l · |detB|−
1
2 |v|Hl(K)

ist.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Bra07, S. 76].

Die folgenden Lemmata und der Approximationssatz konnten weitestgehend aus [Bra07]
übernommen werden. Jedoch haben wir in der genannten Literatur anstelle des hier ver-
wendeten Projektionsoperators Πh einen Interpolationsoperator. Die Beweise werden zu-
dem an die hier verwendeten Referenzelemente in zwei und drei Raumdimensionen ange-
passt. Die Beweise mussten deshalb leicht verändert neu geführt werden.

Lemma 5.5.2. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und Ω erfüllt
eine Kegelbedingung. Ferner sei k ≥ 2, und Πh : Hk(Ω) → Pk−1 die L2-Projektion auf
Polynome vom Grad ≤ k − 1. Dann gilt mit einer Zahl C = C(Ω)

‖u−Πhu‖Hk(Ω) ≤ C|u|Hk(Ω) für u ∈ Hk(Ω). (5.8)

Beweis. Wir führen in Hk(Ω) die Norm

|‖v‖| := |v|Hk(Ω) + ‖Πhv‖L2(Ω)

ein und zeigen, dass die Normen |‖ · ‖| und ‖ · ‖Hk(Ω) äquivalent sind. Dann folgt nämlich
die zu beweisende Ungleichung aus

‖u−Πhu‖Hk(Ω) ≤ C|‖u−Πhu‖|
= C{|u−Πhu|Hk(Ω) + C‖Πh(u−Πhu)‖L2(Ω)}
= C{|u−Πhu|Hk(Ω) + C‖Πhu−Π2

hu)‖L2(Ω)}
= C|u−Πhu|Hk(Ω) = C|u|Hk(Ω).

Dabei haben wir ausgenutzt, dass Π2
hu = Πhu gilt und DkΠhu = 0 ist.

(i) Wir zeigen zunächst die Richtung |‖v‖| ≤ C‖v‖Hk(Ω).
Nach Definition des Projektionsoperators gilt

(Πhv − v,Πhv)L2(Ω) = 0

⇒(Πhv,Πhv)L2(Ω) = (v,Πhv)L2(Ω) ≤ ‖v‖L2(Ω)‖Πhv‖L2(Ω)

⇒‖Πhv‖L2(Ω) ≤ ‖v‖L2(Ω).

Die Behauptung |‖v‖| ≤ C‖v‖Hk(Ω) folgt dann direkt aus der Definition der Normen.
(ii) Die Umkehrung ‖v‖Hk(Ω) ≤ C|‖v‖| beweisen wir indirekt.
Angenommen

‖v‖Hk(Ω) ≤ C|‖v‖| für alle v ∈ Hk(Ω)
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sei für jede positive Zahl C falsch. Dann gibt es eine Folge (vn)n∈N in Hk(Ω) mit

‖vn‖Hk(Ω) = 1, |‖vn|‖ ≤
1

n
, n = 1, 2, . . . .

Nach dem Rellischen Auswahlsatz konvergiert eine Teilfolge von (vn)n∈N in Hk−1(Ω). Wir
können o.B.d.A annehmen, dass es sich dabei um die ganze Folge handelt. Insbesondere ist
(vn) eine Cauchy-Folge in Hk−1(Ω). Aus |vn| → 0 und ‖vn−vm‖2Hk(Ω)

≤ ‖vn−vm‖2Hk−1(Ω)
+

(|vn|Hk(Ω) + |vm|Hk(Ω))
2 schließen wir, dass (vn) sogar eine Cauchy-Folge in Hk(Ω) ist.

Wegen der Vollständigkeit des Raumes liegt Konvergenz im Sinne von Hk gegen eine
Element v∗ ∈ Hk(Ω) vor. Aus Stetigkeitsgründen haben wir:

‖v∗‖Hk(Ω) = 1 und |‖v∗|‖ = 0.

Aus |‖v∗|‖ = 0 folgt, dass |v∗|Hk(Ω) = 0 und ‖Πhv
∗‖L2 = 0 gilt. Aus |v∗|Hk(Ω) = 0

können wir schlussfolgern, dass v∗ ein Polynom vom Grad k − 1 ist. Damit gilt aber
‖v∗‖L2(Ω) = ‖Πhv

∗‖L2(Ω) = 0. Also ist v∗ das Nullpolynom. Dies ist jedoch ein Widerspruch
zu ‖v∗‖Hk(Ω) = 1.

Lemma 5.5.3. Seien K1 und K2 zwei affin äquivalente Dreiecke bzw. Tetraeder. Sei
F : K1 → K2 eine bijektive affin lineare Abbildung wie in Satz 5.5.1. Dann gilt:

‖B‖ ≤ hK2

ρK1

.

Falls zudem K1,K2 ∈ Th ∪ {Kref} gilt folgt

‖B‖‖B‖−1 ≤ C2
T .

wobei CT die in den Annahmen (A1) erwähnte Konstante ist, welche hK
ρK
≤ CT für alle

K ∈ Th (und auch
hKref
ρKref

≤ CT ) erfüllt.

Beweis. Sei x ∈ Rd mit ‖x‖ ≤ ρK1 . Dann finden wir zwei Punkte y1, z1 ∈ K1 mit x =
y1 − z1. Wegen F (y1), F (z1) ∈ K2 gilt ‖Bx‖ ≤ hK2 . Also folgt:

‖B‖ = sup
‖x‖=ρK1

‖Bx‖
‖x‖

≤ hK2

ρK1

.

Vertauschen wir K1 und K2, so erhalten wir für die inverse Matrix B−1 analog: ‖B−1‖ ≤
hK1
ρK2

und insgesamt:

‖B‖ · ‖B−1‖ ≤ hK1hK2

ρK1ρK2

≤ C2
T .
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Satz 5.5.4 (Approximationssatz). Sei Th eine Triangulierung von Ω, welche die Annah-
men (A1) erfüllt. Sei weiterhin k ≥ 2 und 0 ≤ l ≤ k. Für K ∈ Th. Mit Πh : HkK → Pk−1

bezeichnen wir die L2-Projektion. Dann gibt es eine Konstante CA, welche unabhängig von
h,K und u folgende Ungleichung erfüllt:

‖u−Πhu‖Hl(K) ≤ CAhk−l|u|Hk(K) für alle K ∈ Th, u ∈ Hk(K), h ∈ (0, h0).

Beweis. Mit Kref ⊂ Rd bezeichnen wir das in (5.4) eingeführte Referenzelement, mit hKref

und ρKref seinen Diameter bzw. Innkreisradius. Sei F : Kref → K eine bijektive affin

lineare Abbildung wie in Statz 5.5.1 und K ∈ Th. Einer gegebenen Funktion u ∈ Hk(K)
ordnen wir eine Funktion v ∈ Hk(Kref ) gemäß

v(x) := u(Bx) für alle x ∈ Kref

zu. Indem wir Lemma (5.5.2) auf das Referenzdreieck anwenden und die Transformations-
formel in beiden Richtungen verwenden, erhalten wir für 0 ≤ m ≤ l:

|u−Πhu|m,K ≤ C‖B−1‖−m · |detB|
1
2 |v −Πhv|m,Kref

≤ C̃‖B−1‖−m · |detB|
1
2 | · |v|k,Kref

≤ Ĉ‖B−1‖−m · |detB|
1
2 · ‖B‖k · |detB|−

1
2 |u|k,K

≤ Ĉ(‖B‖ · ‖B−1‖)m‖B‖k−m|u|k,K .

Wegen Lemma (5.5.3) gilt ‖B‖ ≤ hK
ρKref

und ‖B‖‖B−1‖ ≤ C2
T . Es ergibt sich also:

|u−Πhu|m,K ≤ ĈC2m
T

(
h

ρKref

)k−m
|u|k,K .

Nach dem Quadrieren liefert die Summation über m von 0 bis l die Behauptung.

Der nachfolgende Beweis wurde aus [Bra07][S.79] übertragen.

Satz 5.5.5 (Inverse Ungleichung). Wir fixieren ein p ≤ 1. Es gibt eine (von p abhängige
Konstante) CI > 0, welche unabhängig von v, h und K ist und folgende Ungleichung
erfüllt:

‖v‖H1(K) ≤ CIh−1
K ‖v‖L2(K) für alle K ∈ Th, v ∈ P p(K), h ∈ (0, h0).

Beweis. Wegen der endlichen Dimension von P p(Kref ) sind die Normen ‖.‖H1(Kref) und
‖.‖L2(Kref) äquivalent. Es folgt:

|v|H1(Kref ) ≤ C‖v‖L2(Kref)
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Mit der Transformationsformel und der Äquivalenz der Normen erhalten wir:

|u|H1(K) ≤ C̃‖B−1‖ · |detB|
1
2 |v|H1(Kref)

≤ Ĉ‖B−1‖ · |detB|
1
2 ‖v‖L2(Kref)

≤ C̄‖B−1‖ · |detB|
1
2 |detB|−

1
2 ‖u‖L2(K)

= C̄‖B−1‖‖u‖L2(K).

Wegen ‖B−1‖ ≤ hKref
ρK
≤ CT hKref

hK
folgt:

|u|H1(K) ≤ CIh−1
K ‖u‖L2(K).

Die Beweisidee für die folgende multiplikative Spurungleichung stammt aus einer Vor-
lesung von Feistauer in Berlin 2009.

Satz 5.5.6 (Multiplikative Spurungleichung). Es gibt eine Konstante CM > 0, welche
unabhängig von v, h und K ist und folgende Ungleichung erfüllt:

‖v‖2L2(∂K) ≤ CM
(
‖v‖L2(K)|v|H1(K) + h−1

K ‖v‖L2(K)

)
,

K ∈ Th, v ∈ H1(K), h ∈ (0, h0).

Beweis. Sei K ∈ Th beliebig gewählt. Wir legen o.B.d.A. den Koordinatenursprung in den
Mittelpunkt der größten Kugel (Kreis in 2D), welche in K eingeschrieben ist. ~n ist die
nach außen zeigende Einheitsnormale auf ∂K. Sei x ∈ ∂K beliebig gewählt. Dann gilt
x · ~n = ρK . Sei v ∈ H1(K), dann folgt:

ρK‖v‖2L2(∂K) =

∫
∂K

v2 · x · ~n Green
=

∫
K

∇ · (v2x)dx

=

∫
K

v2∇ · x︸ ︷︷ ︸
=d

dx+

∫
K

x · ∇(v2)︸ ︷︷ ︸
=2v∇v

dx

≤ d
∫
K

v2dx+ 2 sup
x∈K

∫
K

|v||∇v|dx

≤ d‖v‖2L2(K) + 2hK‖v|L2(K)|v|H1(K).

Wir erhalten:

‖v‖2L2(∂K) ≤
d

ρK
‖v‖2L2(K) +

2hK
ρK
‖v‖L2(K)|v|H1(K)
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Mit der Beziehung hK
ρK
≤ CT aus den Annahmen(A1) folgt also:

‖v‖2L2(∂K) ≤ dCT
(
h−1
K ‖v‖

2
L2(K) + ‖v‖L2(K)|v|H1(K)

)
Mit CM = dCT folgt die Behauptung.

Das folgende Lemma stammt aus [Fei09]. Die Beweisidee stammt aus einer Vorlesung
von Feistauer in Berlin 2009.

Lemma 5.5.7.

(1) |Jσh (η, ξ)| ≤ |Jσh (η, η)|
1
2 |Jσh (ξ, ξ)|

1
2 (5.9)

(2) |Jσh (η, η)| ≤ Chp|u|Hp+1(Ω) (5.10)

(3) |aεh(η, ξ)| ≤ Chp‖ξ‖E |u|2Hp+1(Ω,Th). (5.11)

Beweis. (1) Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung erhalten wir fol-
gende Abschätzung:

|Jσh (η, ξ)| =D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[η]· [ξ]dS +D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

ση· ξdS

≤D
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[η]2dS

 1
2
∫

Γ

σ[ξ]2dS

 1
2

+D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

ση2dS.

 1
2
∫

Γ

σξ2dS

 1
2

Wiederholte Anwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ergibt dann das
gewünschte Resultat:

|Jσh (η, ξ)| ≤D

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

σ[η]2dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

ση2dS

 1
2

·

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

σ[ξ]2dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σξ2dS

 1
2

= |Jσh (η, ξ)|
1
2 |Jσh (η, ξ)|

1
2 .
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(2) Es gilt zunächst

Jσh (η, η) =D

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

σ[η]2dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

ση2dS


=D

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

2CW
h
K

(L)
Γ

+ h
K

(R)
Γ

[η]2dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

CW
h
K

(L)
Γ

η2dS

 .

Nun haben wir für die inneren Kanten Γ ∈ FIh entweder hK = h
K

(L)
Γ

oder hK = h
K

(R)
Γ

.

Für die Dirichlet-Kanten Γ ∈ FDh gilt immer hK = h
K

(L)
Γ

. Es folgt also weiter:

Jσh (η, η) ≤C
∑
K∈Th

h−1
K

∫
∂K

|η|2dS

=C
∑
K∈Th

h−1
K ‖η‖

2
L2(∂K).

Anwendung der multiplikativen Spurungleichung (siehe Theorem 5.5.6) führt zu:

Jσh (η, η) ≤C
∑
K∈Th

h−1
K CM

(
‖η‖L2(K)|η|H1(K) + h−1

K ‖η‖
2
L2(K)

)
.

Anwendung des Approximationssatzes (siehe Theorem 5.5.4) führt weiter zu:

Jσh (η, η) ≤C
∑
K∈Th

h2p|u|Hp+1(K)

=Ch2p|u|Hp+1(Ω).
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(3) Anwendung der Dreiecksungleichung führt zu:

aεh(η, ξ) ≤D

∣∣∣∣∣∣
∑
K∈Th

∫
K

∇η· ∇ξdx

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T1

+D

∣∣∣∣∣∣
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇η〉·nΓ[ξ]dS + ε
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇ξ〉·nΓ[η]dS

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T2

+D

∣∣∣∣∣∣
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇η·nΓξdS + ε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇ξ·nΓηdS

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T3

.

Wir schätzen die Terme einzeln ab.

|T1| =

∣∣∣∣∣∣
∑
K∈Th

∫
K

∇u· ∇vdx

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
K∈Th

∫
K

|∇η|2dx

 1
2
∑
K∈Th

∫
K

|∇ξ|2dx

 1
2

=|η|H1(Ω,Th)|ξ|H1(Ω,Th).

Der Approximationssatz und die Definition für die Energienorm liefern dann:

|T1| ≤C‖ξ‖EhkK |u|Hk+1(K).

Schauen wir uns den zweiten Term an:

|T2| =

∣∣∣∣∣∣
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇η〉·nΓ[ξ]dS + ε
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

〈∇ξ〉·nΓ[η]dS

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
Γ∈FIh

d(Γ)

∫
Γ

|〈∇η〉|2dS

 1
2
∑

Γ∈FIh

d(Γ)−1

∫
Γ

[ξ]2dS

 1
2

+

∑
Γ∈FIh

d(Γ)

∫
Γ

|〈∇ξ〉|2dS

 1
2
∑

Γ∈FIh

d(Γ)−1

∫
Γ

[η]2dS

 1
2

.
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Mit der Definition für den Fehlerterm Jσh (., .) erhalten wir die Abschätzung:

|T2| ≤C

∑
Γ∈FIh

d(Γ)

∫
Γ

|〈∇η〉|2dS

 1
2

Jσh (ξ, ξ)
1
2

+ C

∑
Γ∈FIh

d(Γ)

∫
Γ

|〈∇ξ〉|2dS

 1
2

Jσh (η, η)
1
2

≤C

∑
K∈Th

hK

∫
∂K

|∇η|2
 1

2

Jσh (ξ, ξ)
1
2

+ C

∑
K∈Th

hK

∫
∂K

|∇ξ|2
 1

2

Jσh (η, η)
1
2 . (5.12)

Mit Anwendung der multiplikativen Spurungleichung ergibt sich dann:

|T2| ≤C

∑
K∈Th

hK

(
‖∇η‖L2(K)|∇η|H1(K) + h−1

K ‖∇η‖
2
L2(K)

) 1
2

Jσh (ξ, ξ)
1
2

+ C

∑
K∈Th

hK

(
‖∇ξ‖L2(K)|∇ξ|H1(K) + h−1

K ‖∇ξ‖
2
L2(K)

) 1
2

Jσh (η, η)
1
2

=C

∑
K∈Th

(
hK |η|H1(K)|η|H2(K) + |η|2H1(K)

) 1
2

Jσh (ξ, ξ)
1
2

+ C

∑
K∈Th

(
hK |ξ|H1(K)|ξ|H2(K) + |ξ|2H1(K)

) 1
2

Jσh (η, η)
1
2 .

Anwendung des Approximationssatzes auf den ersten Summanden und Anwendung
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der inversen Ungleichung auf den zweiten Summanden ergeben:

|T2| ≤C

∑
K∈Th

(
CAh

2k
K |u|2Hk+1(K) + h2k

K |u|2Hk+1(K)

) 1
2

‖ξ‖E

+ C

∑
K∈Th

(
|ξ|H1(K)

1

CI
|ξ|H1(K) + |ξ|2H1(K)

) 1
2

Jσh (η, η)
1
2

≤C̄hk
∑
K∈Th

|u|2Hk+1(K)

 1
2

‖ξ‖E + C̃

∑
K∈Th

|ξ|2H1(K)

 1
2

Jσh (η, η)
1
2

=C̄hk|u|2Hk+1(Ω,Th)‖ξ‖E + C̃|ξ|H1(Ω,Th)J
σ
h (η, η)

1
2 .

Anwendung von (2) aus Lemma 5.5.7 führt zu:

|T2| ≤C̄hk|u|2Hk+1(Ω,Th)‖ξ‖E + C̃‖ξ‖Ehk|u|2Hk+1(Ω,Th)

=Ĉhk‖ξ‖E |u|2Hk+1(Ω,Th).

Zum Ende der dritte Term:

|T3| =

∣∣∣∣∣∣
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇η·nΓξdS + ε
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇ξ·nΓηdS

∣∣∣∣∣∣
≤

 ∑
Γ∈FDh

d(Γ)

∫
Γ

|∇η|2dS

 1
2
 ∑

Γ∈FDh

d(Γ)−1

∫
Γ

ξ2dS

 1
2

+

 ∑
Γ∈FDh

d(Γ)

∫
Γ

|∇ξ|2dS

 1
2
 ∑

Γ∈FDh

d(Γ)−1

∫
Γ

η2dS

 1
2
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Mit der Definition für den Fehlerterm Jσh (., .) erhalten wir die Abschätzung:

|T3| ≤C

 ∑
Γ∈FDh

d(Γ)

∫
Γ

|∇η|2dS

 1
2

Jσh (ξ, ξ)
1
2

+ C

 ∑
Γ∈FDh

d(Γ)

∫
Γ

|∇ξ|2dS

 1
2

Jσh (η, η)
1
2

≤C

∑
K∈Th

hK

∫
∂K

|∇η|2
 1

2

Jσh (ξ, ξ)
1
2

+ C

∑
K∈Th

hK

∫
∂K

|∇ξ|2
 1

2

Jσh (η, η)
1
2 .

An dieser Stelle können wir wie in (5.12) fortfahren und erhalten:

|T3| ≤Čhk‖ξ‖E |u|2Hk+1(Ω,Th).

Insgesamt folgt also:

|aεh(η, ξ)| ≤|T1|+ |T2|+ |T3|
≤C̆hk‖ξ‖E |u|2Hk+1(Ω,Th).

5.5.3 Koerzivität

Wir wollen die Koerzivität der bilinearen Terme in unserer Variationsformulierung bewei-
sen. Wir definieren eine weitere Bilinearform und eine Energienorm.

Definition 5.5.3 (Bilinearform, Energienorm). Die folgende Bilinearform setzt sich aus
dem Diffusionsterm, dem Reaktionsterm und dem Strafterm zusammen:

Aε,σh (v, w) := aεh(v, w) + (kv, w)Ω + Jσh (v, w)

Wir definieren eine Energienorm auf Hk(Ω, Th) wie folgt:

‖v‖E =

∑
K∈Th

∫
K

D(∇v)2dx+ (kv, v)Ω + Jσh (v, v)

 1
2

.

Satz 5.5.8. Für die Menge der Dirichlet-Kanten nehmen wir an: FDh 6= ∅. Dann ist die
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Energienorm tatsächlich eine Norm auf v ∈ Hk(Ω, Th).

Beweis. Wir beginnen mit der positiven Definitheit, das heißt ‖v‖E = 0 ⇒ v = 0 für alle
v ∈ Hk(Ω, Th). Aus

‖v‖E =

∑
K∈Th

∫
K

D(∇v)2dx+ (kv, v)Ω + Jσh (v, v)

 1
2

= 0 (5.13)

folgt zunächst: ∫
K

(∇v)2 = 0 für alle K ∈ Th,

⇒v ≡ C auf K, für alle K ∈ Th.

Wegen (5.13) gilt außerdem 0 = Jσh (v, v). Es folgt:

0 =

∫
Γ

σ[v]· [v]dS für alle Γ ∈ FIh ,

und 0 =

∫
Γ

σu· vdS für alle Γ ∈ FDh .

Das heißt FDh 6= ∅ gibt es ein K ∈ Th mit v ≡ 0 auf K. Weiterhin sind alle Sprungterme
Null. Es folgt also v ≡ 0 auf Ω.
Die absolute Homogenität, also ‖λv‖E = |λ|‖v‖E für alle λ ∈ R, v ∈ Hk(Ω, Th) folgt direkt
aus der Definition der Norm. Das gleiche gilt für die Dreiecksungleichung.

Wir werden nun folgenden Satz beweisen:

Satz 5.5.9 (Koerzivität). Unter den Voraussetzungen (A1) ist die Bilinearform Aε,σh koer-
ziv, d.h. es gibt eine Konstante κ > 0 mit:

Aε,σh (v, v) ≥ κ‖v‖2E für alle v ∈ Hk(Ω, Th), ε ∈ {−1, 0, 1}.

Insbesondere können wir für die NIPG-Methode κ = 1 wählen.

Beweis. Für die Bilinearform gilt zunächst:

Aε,σh (v, v) =
∑
K∈Th

∫
K

D(∇v)2dx+ (kv, v)Ω + Jσh (v, v)

− (ε+ 1)

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

D〈∇v〉·nΓ[v]dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

D∇v·nΓvdS

 .
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Im Falle des NIPG-Verfahrens mit ε = −1 verschwindet der letzte Term und es folgt direkt:

Aε,σh (v, v) = ‖v‖2E .

Die Koerzivitätsbedingung wird also mit κ = 1 erfüllt.
Im Folgenden werden wir den Fall ε = 1 (SIPG) oder ε = 0 (NIPG) betrachten.
Dazu schauen wir uns zunächst die Bilinearform aεh an. Es gilt:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) − (1 + ε)

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

D〈∇v〉·nΓ[v]dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

D∇v·nΓvdS

 .

Anwendung der Young’schen Ungleichung für ein beliebiges δ > 0:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K)

− (1 + ε)D
1

2δ

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

h
K

(L)
Γ

+ h
K

(R)
Γ

2
(〈∇v〉·nΓ)2dS − (1 + ε)D

δ

2CW
σ
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

[v]2dS

− (1 + ε)D
1

2δ

∑
Γ∈FDh

∫
Γ

h
K

(L)
Γ

(∇v·nΓ)2dS − (1 + ε)D
δ

2CW
σ
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

v2dS

=D|v|H1(K) −D
1

2δ

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

h
K

(L)
Γ

+ h
K

(R)
Γ

2
(〈∇v〉·nΓ)2dS

− (1 + ε)D
1

2δ

∑
Γ∈FDh

∫
Γ

h
K

(L)
Γ

(∇v·nΓ)2dS −D(1 + ε)
δ

2CW
Jσh (v, v).

Anwendung von Cauchy-Schwarz:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) − (1 + ε)D
1

2δ

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

h
K

(L)
Γ

+ h
K

(R)
Γ

2
|〈∇v〉|2dS

−D(1 + ε)
1

2δ

∑
Γ∈FDh

∫
Γ

h
K

(L)
Γ

|∇v|2dS − (1 + ε)D
δ

2CW
Jσh (v, v).

Wir nutzen die Quasiuniformität des Gitters und erhalten weiter:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) − (1 + ε)D
1

2δ

1 + CQ
2

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

|〈∇v〉|2dS +
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

|∇v|2dS


− (1 + ε)D

δ

2CW
Jσh (v, v).

Mit der quadratischen Ungleichung |〈∇v〉|2 ≤ 2(|∇vL|Γ|
2 + |∇vR|Γ|

2) können wir weiter ver-
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einfachen zu:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) − (1 + ε)D
1

2δ

1 + CQ
2

∑
K∈Th

hK

∫
∂K

|∇v|2dS

− (1 + ε)D
δ

2CW
Jσh (v, v).

Die Anwendung der multiplikativen Spurungleichung (sieheTheorem 5.5.6) führt zu:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) − (1 + ε)D
1

2δ

1 + CQ
2

CM
∑
K∈Th

(
hK‖v‖L2

K
|v|H1(K) + ‖v‖2L2(K)

)
− (1 + ε)D

δ

2CW
Jσh (v, v).

Durch weitere Anwendung der inversen Ungleichung (siehe Theorem 5.5.5) erhalten wir
dann:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) − (1 + ε)D
1

2δ

1 + CQ
2

CM (1 + CI)|v|2H1(Ω,Th)

− (1 + ε)D
δ

2CW
Jσh (v, v).

SIPG(ε = 1): Wir setzen δ := CM (1 + CI)(1 + CQ) und CW ≥ 2CM (1 + CI)(1 + CQ). Es
folgt:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) −D
1

2
|v|2H1(Ω,Th) −D

1

2
Jσh (v, v).

und damit:

Aε,σh (v, v) ≥min{D
2
, 1}

(
|v|H1(K) + k(v, v)Ω + Jσh (v, v)

)
.

IIPG(ε = 0): Wir setzen δ := 1
2CM (1 + CI)(1 + CQ) und CW ≥ CM (1 + CI)(1 + CQ).

Damit folgt dann:

aεh(v, v) ≥D|v|H1(K) −D
1

2
|v|2H1(Ω,Th) −D

1

2
Jσh (v, v)

und letztendlich:

Aε,σh (v, v) ≥min{D
2
, 1}

(
|v|H1(K) + k(v, v)Ω + Jσh (v, v)

)
.
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5.5.4 ODE-Formulierung

Das semidiskrete Problem (5.6) ist äquivalent zu einem nichtlinearen System gewöhnlicher
Differentialgleichungen. Sei {v1, . . . , vN} eine Basis für Sph. Wir können dann uh ∈
C1([0, T ];Sph) in der Form uh(t) = b1(t) · v1 + · · ·+ bN (t) · vn darstellen mit zeitabhängigen
Koeffizienten bi ∈ C1([0, T ]). Wir erhalten dann das Gleichungssystem:

N∑
i=1

b′i(t)(vi, vj)Ω +

N∑
i=1

bi(t) (aεh(vi, vj) + Jσh (vi, vj) + (kvi, vj)Ω) = Lh(vj),

~b(0) = Koeffizientenvektor bezüglich vi von u0
h. für alle j = 1, . . . , N.

Das gleiche kann in Matrixschreibweise ausgedrückt werden:

M ·~b′(t) + S ·~b(t) = ~L für alle j = 1, . . . , N, (5.14)

~b(0) = Koeffizientenvektor bezüglich der Basis {v1, ..., vN} von u0
h. (5.15)

Dabei ist M = ((vi, vj)Ω)i,j die Massematrix, S = ((aεh(vi, vj) + Jσh (vi, vj) + (kvi, vj)Ω))i,j
die Steifigkeitsmatrix und ~L = (Lh(vi))i ein Vektor. Dies ist eine gewöhnliche Differen-
tialgleichung erster Ordnung, die mit den üblichen Methoden gelöst werden kann. Die
Diskretisierung in der Zeit folgt in Abschnitt 5.7.

5.5.5 Existenz und Eindeutigkeit

Die Steifigkeitsmatrix S in (5.14) ist wegen der Koerzivitätsbeziehung (s. Theorem(5.5.9))
positiv definit. Die Massematrix ist symmetrisch und ebenfalls positiv definit. Nach dem
bekannten Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Peano [Ama95] ist (5.14) eindeutig lösbar.

5.5.6 A priori-Schranken

Das folgende Lemma, in dem wir A priori-Schranken herleiten stammt aus [Riv08, S. 75]
und wurde hier an die Methode von Fesitauer angepasst.

Lemma 5.5.10. Es gibt eine positive Konstante C unabhängig von h mit:

max
t∈[0,T ]

‖uh(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

‖uh(s)‖2E

≤ C‖u0‖2L2(Ω) + C‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + C
∑

Γ∈∂Ω

σ(Γ)‖gD‖L2(0,T ;L2(Ω))

Beweis. Wir setzen v = uh und erhalten dann aus der Variationsformulierung und Koer-
zivität der Bilinearform

1

2

d

dt
‖uh(t)‖2L2(Ω) + κ‖uh(t)‖2E ≤ |L(t, uh)|.
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Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf den rechten Term ergibt

|Lh(t, uh(t))| ≤‖f(t)‖L2(Ω)‖uh(t)‖L2(Ω) +D
∑

Γ∈FNh

‖gN (t)‖L2(Γ)‖uh(t)‖L2(Γ)

+D
∑

Γ∈FDh

(
‖∇uh(t)·nΓ‖L2(Γ) + ‖uh(t)‖L2(Γ)

)
‖gD(t)‖L2(Γ).

Wir wenden die Spurungleichung an

|Lh(t, uh(t))| ≤‖f(t)‖L2(Ω)‖uh(t)‖L2(Ω) + C‖uh(t)‖L2(Ω)

∑
Γ∈FNh

‖gN (t)‖L2(Γ)

+ C
∑

Γ∈FDh

(
D‖∇uh(t)‖L2(Ω) +D‖uh(t)‖L2(Γ)

)
‖gD(t)‖L2(Γ)

Defintion Energienorm
≤ ‖uh(t)‖L2(Ω)

‖f(t)‖L2(Ω) +
∑

Γ∈FNh

‖gN (t)‖L2(Γ)


+ C‖uh(t)‖E

∑
Γ∈FDh

‖gD(t)‖L2(Γ).

Anwendung der Young’schen Ungleichung führt dann zu:

|Lh(t, uh(t))| ≤1 + C2

2
‖uh(t)‖2L2(Ω) +

1

2
‖f(t)‖2L2(Ω) +

1

2

∑
Γ∈FNh

‖gN (t)‖2L2(Γ)

+
κ

2
‖uh(t)‖2E + C̄

∑
Γ∈FDh

‖gD(t)‖2L2(Γ).

Wir erhalten also:

1

2

d

dt
‖uh(t)‖2L2(Ω) + κ‖uh(t)‖2E ≤

1 + C2

2
‖uh(t)‖2L2(Ω) +

1

2
‖f(t)‖2L2(Ω) +

1

2

∑
Γ∈FNh

‖gN (t)‖2L2(Γ)

+
κ

2
‖uh(t)‖2E + C̄

∑
Γ∈FDh

‖gD(t)‖2L2(Γ).

Wolfgang Giese Diplomarbeit



59

Integration von 0 bis t ∈ [0, T ] und Multiplikation mit 2 liefert:

‖uh(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

‖uh(s)‖2Eds ≤ (1 + C2)

t∫
0

‖uh(s)‖2L2(Ω)ds+

t∫
0

1

2
‖f(s)‖2L2(Ω)ds

+
1

2

∑
Γ∈FNh

t∫
0

‖gN‖2L2(Γ)ds+ 2C̄
∑

Γ∈FDh

t∫
0

‖gD(s)‖2L2(Γ)ds.

Anwendung des Lemmas von Gronwall:

‖uh(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

‖uh(s)‖2Eds ≤ e(1+C2)t

 t∫
0

‖f(s)‖2L2(Ω)ds+
∑

Γ∈FNh

t∫
0

‖gN (s)‖2L2(Γ)ds

+Ĉ

t∫
0

∑
Γ∈FDh

‖gD(s)‖2L2(Γ)ds


≤ C̃

‖f(s)‖L2(0,T ;L2(Ω)) +
∑

Γ∈FNh

‖gN (s)‖L2(0,T ;L2(Γ))

+Ĉ
∑

Γ∈FDh

‖gD(s)‖2L2(0,T ;L2(Γ))

 ,

wobei C̃ = e(1+C2)T .

5.5.7 Konvergenzbeweis

Der folgende Satz findet sich in [Fei09]. Die dort vorgestellten Beweisideen werden hier
ausgeführt.

Satz 5.5.11. Unter den Annahmen (A1) erfüllt der Fehler eh = u− uh die Abschätzung:

max
t∈[0,T ]

‖eh(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

‖eh(s)‖2Eds ≤ Ch2p, für h ∈ (0, h0)

mit einer Konstanten C unabhängig von h.

Beweis. Sind u und uh die exakte bzw. approximierte Lösung, so setzen wir

η(t) :=Πhu(t)− u(t),

ξ(t) :=uh(t)−Πhu(t) für alle t ∈ (0, T ).
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Wegen der Konsistenz des Verfahrens gilt:

(
∂(uh − u)

∂t
, ξ(t))Ω + aεh(uh(t)− u(t), ξ(t)) + k(uh(t)− u(t), ξ(t))

+Jσh (uh(t)− u(t), ξ(t)) = 0

Wir können uh(t)− u(t) durch ξ(t) + η(t) ersetzen:

(
∂(ξ(t) + η(t))

∂t
, ξ(t))Ω + aεh(ξ(t) + η(t), ξ(t)) + k(ξ(t) + η(t), ξ(t))

+Jσh (ξ(t) + η(t), ξ(t)) = 0

Es ergibt sich also mit Hilfe der Koerzivitätsungleichung:

1

2

d

dt
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
≤ −(

∂η(t)

∂t
, ξ(t))Ω − aεh(η(t), ξ(t))− k(η(t), ξ(t))− Jσh (η(t), ξ(t))

Cauchy-Schwarz und die Dreiecksungleichung liefert:

1

2

d

dt
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
≤ ‖∂η

∂t
‖L2(Ω)‖ξ‖L2(Ω) + |aεh(η(t), ξ(t))|+ k‖η‖L2(Ω)‖ξ‖L2(Ω) + |Jσh (η, ξ)|

Nun können wir die einzelnen Terme mit Hilfe von (5.9)-(5.11) aus Lemma 5.5.7
abschätzen:

1

2

d

dt
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
≤ C

{
‖∂η
∂t
‖L2(Ω)‖ξ‖L2(Ω) + k‖η‖L2(Ω)‖ξ‖L2(Ω) + hp|u|Hp+1(Ω)

(
Jσh (ξ, ξ)

1
2 + |ξ|H1(Ω,Th)

)}
Anwendung des Approximationstheorems 5.5.4 führt dann zu:

d

dt
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + 2κ

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
≤ C̃

{
hp+1|∂u

∂t
|Hp+1(Ω)‖ξ‖L2(Ω) + hp|u|Hp+1(Ω)

(
Jσh (ξ, ξ)

1
2 + hk‖ξ‖L2(Ω) + |ξ|H1(Ω,Th)

)}
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Mit der Young’schen Ungleichung ergibt sich:

d

dt
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + 2κ

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
≤κ
(
Jσh (ξ, ξ) + kh2‖ξ‖2L2(Ω) + |ξ|2H1(Ω,Th)

)
+ C̄

{
1

4κ
h2p+2|∂u

∂t
|2Hp+1(Ω) + κ‖ξ‖2L2(Ω) +

1

4κ
h2p|u|2Hp+1(Ω)

}
Wir nehmen an, das h2 < 1 gilt und es folgt:

d

dt
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
≤C̄

{
1

4κ
h2p+2|∂u

∂t
|2Hp+1(Ω) + κ‖ξ‖2L2(Ω) +

1

4κ
h2p|u|2Hp+1(Ω)

}
Integration von 0 bis t ∈ [0, T ] und die Beziehung ξ = u0

h −Πhu
0 = 0 ergeben dann:

‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
dt

≤C̄

 1

4κ
h2p+2

t∫
0

|∂u
∂t
|2Hp+1(Ω)dt+ κ

t∫
0

‖ξ‖2L2(Ω)dt+
1

4κ
h2p

t∫
0

|u|2Hp+1(Ω)dt


Es folgt weiter:

‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
dt

≤C̄

 1

4κ
h2p+2‖∂u

∂t
‖2L2(0,T ;Hp+1(Ω)) + κ

t∫
0

‖ξ‖2L2(Ω)dt+
1

4κ
h2p‖u‖2L2(0,T ;Hp+1(Ω))


Anwendung des Lemmas von Gronwall führt weiter zu:

‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
dt

≤C̄h2p

{
1

4κ
h2‖∂u

∂t
‖2L2(0,T ;Hp+1(Ω)) +

1

4κ
‖u‖2L2(0,T ;Hp+1(Ω))

}
exp

(
C̄κt

)
Es gibt also eine Konstante C, die nicht von h, sondern nur von der analytischen Lösung
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u abhängt, so dass gilt:

max
t∈[0,T ]

‖ξ(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ(t)‖2L2(Ω) + Jσh (ξ(t), ξ(t))

)
dt ≤ Ch2p

Für den richtigen Fehler folgt dann letztendlich:

max
t∈[0,T ]

‖eh(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

(
|eh|2H1(K) + k‖eh‖2L2(Ω) + Jσh (eh, eh)

)
dt

≤ max
t∈[0,T ]

2
(
‖ξ(t)‖2L2(Ω) + ‖η(t)‖2L2(Ω)

)
+ 2κ

t∫
0

(
|ξ|2H1(K) + k‖ξ‖2L2(Ω) + Jσh (ξ, ξ)

)
dt

+ 2κ

t∫
0

(
|η|2H1(K) + k‖η‖2L2(Ω) + Jσh (η, η)

)
dt

Mit der Fehlerabschätzung für ξ in (5.16) und dem Approximationstheorem 5.5.4 folgt
dann das gewünschte Resultat:

max
t∈[0,T ]

‖eh(t)‖2L2(Ω) + κ

t∫
0

(
|eh|2H1(K) + k‖eh‖2L2(Ω) + Jσh (eh, eh)

)
dt ≤ Ch2p

Korollar. Insbesondere folgt damit auch die Konvergenz in der L2(H1)-Norm, das heißt:

‖v‖L2(0,T ;H1(Ω,Th)) ≤ Chp.

für eine Konstante C unabhängig von h.

Beweis. Es gibt eine Konstante C̄ mit

C̄h2p ≥ max
t∈[0,T ]

‖eh(t)‖2L2(Ω) + κ

T∫
0

‖eh(t)‖2Edt

≥ 1

T

T∫
0

‖eh(t)‖2L2(Ω)dt+ κD

T∫
0

‖∇eh(t)‖2L2(Ω)dt

≥ min{ 1

T
, κD}

T∫
0

‖eh(t)‖2H1(Ω)dt.

Daraus folgt das gewünschte Resultat.
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5.6 Erhaltungsgleichungen

5.6.1 Lokale Massenerhaltung

Eine interessante Eigenschaft der DG-Verfahren ist die Massenerhaltung auf jedem Gitter-
element. Da es keine Stetigkeitseinschränkungen zwischen den Gitterelementen im Raum
der gebrochenen Sobolew-Funktionen, können wir eine Testfunktionen wählen, die auf
jedem Gitterelement einer anderen Konstante gleicht. Wir fixieren ein Gitterelement K ∈
Th und wählen uns eine Testfunktion v ∈ Hk(Ω, Th) mit v ≡ 1 auf K und v ≡ 0 sonst.
Unsere Variationsgleichung verkürzt sich dann zu:

d

dt

∫
K

uhdx−D
∑

Γ∈∂K

∫
Γ

〈∇uh〉nΓdS +
∑

Γ∈∂K

∫
Γ

σ[uh]dS +

∫
K

kuhdx =

∫
K

fdx.

Stellen wir diese Gleichung etwas um, so erhalten wir letztlich die lokale Massenerhal-
tungsgleichung:

d

dt

∫
K

uhdx︸ ︷︷ ︸
Zeitliche Änderung der Masse in K

=D
∑

Γ∈∂K

∫
Γ

〈∇uh〉nΓdS

︸ ︷︷ ︸
Flux über die Kanten von K

+

∫
K

fdx

︸ ︷︷ ︸
Masseproduktion in K

−
∫
K

kuhdx︸ ︷︷ ︸
Degradation von Masse in K

−
∑

Γ∈∂K

∫
Γ

σ[uh]dS

︸ ︷︷ ︸
Numerische Masse

.

Bei dem Term
∑

Γ∈∂K

∫
Γ

σ[uh]dS handelt es sich um eine rein numerische Masse. Sie ver-

schwindet, wenn wir σ klein wählen.

5.6.2 Globale Erhaltungsgleichung

Analog können wir auch eine globale Erhaltungsgleichung herleiten. Wir wählen diesmal
v ≡ 1 in ganz Ω und erhalten:

d

dt

∑
K∈Th

∫
K

uhdx = D
∑

Γ∈FNh

∫
Γ

gNdS +D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

∇uh·nΓdS +

∫
K

(f − kuh)dx

−
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[uh]dS −D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σ(uh − gD)dS.

Die Terme
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[uh]dS+D
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σ(uh− gD)dS sind wie oben schon beschrieben rein

numerische Massen, die verschwinden, wenn der Strafparameter σ klein gewählt wird.
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5.7 Zeitdiskretisierung durch das Theta-Verfahren

Für die Zeitapproximation wollen wir das Theta-Verfahren verwenden, welches als Spe-
zialfälle das implizite Euler-Verfahren und das Crank-Nicolson-Verfahren enthält. Wir
betrachten eine Partition 0 = t0 < t1 < · · · < tM = T von [0, T ]. Wir erhalten dadurch
Intervalle: Im = (tm−1, tm), τm = tm − tm−1, m = 1, · · · ,M .
Notation:

τ := max
m=0,...,M

τm

tm,θ :=
1

2
(1 + θ)tm +

1

2
(1− θ)tm−1,

vm(x) := v(x, tm), für alle 0 ≤ m ≤M und für alle x ∈ Ω

vm,θ(x) :=
1

2
(1 + θ)vm +

1

2
(1− θ)vm−1, für alle 0 ≤ m ≤M und für alle x ∈ Ω,

wobei θ ∈ [0.1]. Weiterhin definieren wir folgende Normen:

‖v‖`∞(L2) = max
m=0,...,M

‖vm‖L2(Ω),

‖v‖l2(Hs) =

(
M∑
m=1

τm‖vm,θ‖2Hs

) 1
2

,

‖v‖l2(E) =

(
M∑
m=1

τm‖vm,θ‖2E

) 1
2

.

Das räumliche und zeitliche Variationsproblem hat dann folgende Gestalt: Sei
{Um}m=0,...,M eine Folge in Sph die folgendes erfüllt:

(
Um − Um−1

τm
, vh)Ω + aεh(Um,θ, vh) + k· (Um,θ, vh)Ω + Jσh (Um,θ, vh) = L(tm,θ, vh) (5.16)

U0 = Πhu
0, (5.17)

wobei θ ∈ [0.1]. Für θ = 0 erhalten wir das Crank-Nicolson-Verfahren, für θ = 1 das
implizite Euler-Verfahren.

5.7.1 Existenz und Eindeutigkeit

Aus der Variationsformulierung (5.17) entsteht folgendes Gleichungssystem:(
M+ τm

1

2
(1 + θ)S

)
~bm =

(
M+ τm

1

2
(1− θ)S

)
~bm−1 + τm~L,

~b0 = Koeffizientenvektor bezüglich der Basis {v1, ..., vN} von U0. (5.18)
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Da sowohlM als auch S positiv definit sind, ist es auch
(
M+ τm

1
2(1 + θ)S

)
. Insbesondere

ist
(
M+ τm

1
2(1 + θ)S

)
damit auch invertierbar. Das zu lösende Gleichungssystem besitzt

damit genau eine Lösung.

5.8 Fehleranalysis für das voll diskretisierte Problem auf nicht
konvexen Gebieten und nicht konformen Gittern

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Diskretisierung in der Zeit. Als Zeitschrittverfah-
ren wird dabei das Theta-Verfahren untersucht, welches für verschiedene Werte von einem
Parameter θ auf das implizite Euler- bzw. Crank-Nicolson-Verfahren führt. Aufbauend auf
der Fehleranalyse für das semidiskrete Problem, welches auf ein System von gewöhnlichen
nichtlinearen Differentialgleichungen geführt hat, wollen wir nun die Konvergenz des voll
diskretisierten Problems untersuchen.
Annahmen (A2):

(a) Annahmen(A1)

(b) Regularität der analytischen Lösung:
Für θ ∈ (0, 1]:

utt ∈ L∞([0, T ], H1(Ω)).

Für θ = 0(Crank-Nicolson):

uttt ∈ L∞([0, T ], H1(Ω)).

Das folgende Lemma stammt aus [RW00, S.9] und wird für den Konvergenzsatz benötigt.

Lemma 5.8.1.

Πhu
m −Πhu

m−1

τm
= Πh

∂u

∂t

m,θ

+ τmρ
m,θ,

wobei

‖ρm,θ‖2 ≤ C̄‖utt‖L∞(Im,H1(Ω))

und für den speziellen Fall θ = 0 gilt sogar:

‖ρm,θ‖2 ≤ C̃τm‖uttt‖L∞(Im,H1(Ω))

mit Konstanten C und C̃ unabhängig von τ .

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in zwei Teile θ = 0 und θ ∈ (0, 1]:
1.Fall: θ ∈ (0, 1]
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Taylor-Entwicklung um tm,θ ergibt:

Πhu
m = Πhu

m,θ +
1− θ

2
τmΠhut(tm,θ) +

1

2
(
1− θ

2
)2τ2

mΠhutt(t
∗) (5.19)

Πhu
m−1 = Πhu

m,θ − 1 + θ

2
τmΠhut(tm,θ) +

1

2
(
1 + θ

2
)2τ2

mΠhutt(t
∗) (5.20)

Subtrahieren wir (5.20) von (5.19) so erhalten wir:

Πhu
m −Πhu

m−1 = τmΠhut(tm,θ) + τ2
mρm,θ,

wobei:

ρm,θ =
1

2

(
(
1− θ

2
)2 − (

1 + θ

2
)2

)
Πhutt(t

∗).

Es folgt:

‖ρm,θ‖L2(Ω) ≤ C(θ)‖Πhutt‖L∞(Im,L2(Ω))

Für ein gegebenes t ∈ Im gilt nach Approximationssatz:

‖Πhutt(t)‖L2(Ω) ≤ ‖Πhutt(t)− utt(t)‖L2(Ω) + ‖utt(t)‖L2(Ω)

≤ CAh‖utt(t)‖H1(Ω) + ‖utt(t)‖L2(Ω)

Es folgt also:

‖ρm,θ‖L2(Ω) ≤ CA(h+ 1)‖utt‖L∞(Im;H1(Ω))

2.Fall: θ = 0:
Taylor-Entwicklung ergibt:

Πhu
m = Πhu

m,0 +
1

2
τmΠhut(tm,0) +

1

2
· 1

4
τ2
mΠhutt(tm,0)

+
1

6
· 1

8
τ3
mΠhuttt(t

∗) (5.21)

Πhu
m−1 = Πhu

m,0 − 1

2
τmΠhut(tm,0) +

1

2
· 1

4
τ2
mΠhutt(tm,0)

−1

6
· 1

8
τ3
mΠhuttt(t

∗) (5.22)

Subtrahieren wir (5.22) von (5.21) so erhalten wir:

Πhu
m −Πhu

m−1 = τmΠhut(tm,) + τ2
mρm,θ,

Wolfgang Giese Diplomarbeit



67

wobei:

ρm,θ =
1

2

(
(
1− θ

2
)2 − (

1 + θ

2
)2

)
Πhutt(tm,θ)

+
1

6

(
(
1− θ

2
)3 + (

1 + θ

2
)3

)
τmΠhuttt(t

∗).

Analog zu dem Beweis für θ ∈ (0, 1] folgt dann:

‖ρm,θ‖L2(Ω) ≤ C‖Πhuttt‖L∞(Im;H1(Ω))

≤ C(h+ 1)‖uttt‖L∞(Im;H1(Ω))

Lemma 5.8.2 (Diskrete Version des Lemmas von Gronwall). Sei (km)m=0,...,M eine nicht-
negative Folge und ϕm=0,...,M eine Folge mit

ϕ0 ≤ g0 und

ϕm ≤ g0 +

m−1∑
s=0

ps +

m−1∑
s=0

ksϕs.

Sind g0 ≥ 0 und pm ≥ 0, dann gilt für 1 ≤ m ≤M :

ϕm ≤

(
g0 +

m−1∑
s=0

ps

)
exp

(
m−1∑
s=0

ks

)
.

Beweis. Siehe [QSS00, S.159].

Wir zeigen noch folgendes Lemma:

Lemma 5.8.3. Es gilt:

1

2τm

(
‖vm‖2L2(Ω) − ‖v

m−1‖2L2(Ω)

)
≤ (

vm − vm−1

τm
, vm,θ)Ω
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Beweis.

(
vm − vm−1

τm
, vm,θ)Ω −

1

2τm

(
‖vm‖2L2(Ω) − ‖v

m−1‖2L2(Ω)

)
=

1

2τm

(
(vm − vm−1, (1 + θ)vm + (1− θ)vm−1)Ω − (vm, vm)Ω + (vm−1, vm−1)Ω

)
=

1

2τm

(
(vm − vm−1, (1 + θ)vm + (1− θ)vm−1)Ω − (vm, vm)Ω + (vm−1, vm−1)Ω

)
=

1

2τm

(
θ(vm, vm)Ω − 2θ(vm, vm−1)Ω + θ(vm−1, vm−1)Ω

)
=

θ

2τm
‖vm − vm−1‖2L2(Ω) ≥ 0.

Die folgenden zwei Sätze für die A priori-Schranken und Konvergenz des volldiskreten
Problems finden sich für den Fall von ein und zwei Raumdimensionen in [RW00]. Wir
übertragen die Beweise auf die Methode von Feistauer [Fei09], wodurch die Einschränkung
auf zwei Raumdimensionen entfällt.

Satz 5.8.4 (A priori Schranken). Unter den Annahmen (A2) erfüllt die Lösung von (5.17)
die Abschätzung:

‖U‖2`∞(L2(Ω)) + κ

M∑
m=1

τm‖Um,θ‖2E

≤ C̃

‖U0‖2L2(Ω) +
M∑
m=1

τm‖f(tm,θ)‖2L2(Ω) +
∑

Γ∈FNh

M∑
m=1

τm‖gN (tm,θ)‖2L2(Γ)

+Ĉ
∑

Γ∈FDh

M∑
m=1

τm‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ)

 ,

mit Konstanten C̃ und Ĉ unabhängig von h und τ .

Beweis. Wir ersetzen in unserer voll diskreten Variationsgleichung v durch Um,θ und er-
halten nach Anwendung der Koerzivitätsbeziehung und Lemma 5.8.3:

1

2τm
(‖Um‖2L2(Ω) − ‖U

m−1‖2L2(Ω)) + κ‖Um,θ‖2E ≤ |L(tm,θ, U
m,θ)|.
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Für die rechte Seite folgt nach Anwendung von Cauchy-Schwarz:

|L(tm,θ, U
m,θ)| ≤‖f(tm,θ)‖L2(Ω)‖Um,θ‖L2(Ω) +D

∑
Γ∈FNh

‖gN (tm,θ)‖L2(Γ)‖Um,θ‖L2(Γ)

+D
∑

Γ∈FDh

(
‖∇Um,θ·nΓ‖L2(Γ) + ‖Um,θ‖L2(Γ)

)
‖gD(tm,θ)‖L2(Γ).

Wir wenden die Spurungleichung an und erhalten für eine Konstante C unabhängig von
der Feinheit des Gitters h:

≤‖f(tm,θ)‖L2(Ω)‖Um,θ‖L2(Ω) + C‖Um,θ‖L2(Ω)

∑
Γ∈FNh

‖gN (tm,θ)‖L2(Γ)

+ C

D‖∇Um,θ‖2L2(Ω) +D
∑

Γ∈FDh

‖Um,θ‖2L2(Γ)

 ∑
Γ∈FDh

‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ).

Einsetzen der Definition für die Energienorm liefert

≤ ‖f(tm,θ)‖L2(Ω)‖Um,θ‖L2(Ω) + C‖Um,θ‖L2(Ω)

∑
Γ∈FNh

‖gN (tm,θ)‖L2(Γ)

+ C‖Um,θ‖E
∑

Γ∈FDh

‖gD(tm,θ)‖L2(Γ).

Anwendung der Young’schen Ungleichung führt dann zu:

≤1 + C2

2
‖Um,θ‖2L2(Ω) +

1

2
‖f(tm,θ)‖2L2(Ω) +

1

2

∑
Γ∈FNh

‖gN (tm,θ)‖2L2(Γ)

+
κ

2
‖Um,θ‖2E + C̄

∑
Γ∈FDh

‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ).

Wir erhalten also:

1

2τm
(‖Um‖2L2(Ω) − ‖U

m−1‖2L2(Ω)) + κ‖Um,θ‖2E

≤ 1 + C2

2
‖Um,θ‖2L2(Ω) +

1

2
‖f(tm,θ)‖2L2(Ω) +

1

2

∑
Γ∈FNh

‖gN (tm,θ)‖2L2(Γ)

+
κ

2
‖Um,θ‖2E + C̄

∑
Γ∈FDh

‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ).
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Multiplikation mit 2τm und Summation über m = 1, . . . , N mit N < M liefert:

‖UN‖2L2(Ω) − ‖U
0‖2L2(Ω)) + κ

N∑
m=1

τm‖Um,θ‖2E

≤ 1 + C2

2

N∑
m=1

τm‖Um,θ‖2L2(Ω) +
N∑
m=1

τm‖f(tm,θ)‖2L2(Ω) +
∑

Γ∈FNh

N∑
m=1

τm‖gN (tm,θ)‖2L2(Γ)

+ 2C̄
∑

Γ∈FDh

M∑
m=1

τm‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ)

≤ 1 + C2

2

M∑
m=1

τm‖Um,θ‖2L2(Ω) +
M∑
m=1

τm‖f(tm,θ)‖2L2(Ω) +
∑

Γ∈FNh

M∑
m=1

τm‖gN (tm,θ)‖2L2(Γ)

+ 2C̄
∑

Γ∈FDh

M∑
m=1

τm‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ).

Anwendung des Lemmas von Gronwall

‖UN‖2L2(Ω) + κ
N∑
m=1

τm‖Um,θ‖2E

≤ C̃

‖U0‖2L2(Ω) +
M∑
m=1

τm‖f(tm,θ)‖2L2(Ω) +
∑

Γ∈FNh

M∑
m=1

τm‖gN (tm,θ)‖2L2(Γ)

+Ĉ
∑

Γ∈FDh

M∑
m=1

τm‖gD(tm,θ)‖2L2(Γ)

 ,

wobei C̃ = e(1+C2)T .

Satz 5.8.5. Unter den Annahmen (A2) erfüllt der Fehler die Abschätzung:

(i) Für θ ∈ (0, 1]:

‖U − u‖2`∞(L2) + κ
N∑
m=1

τm‖Um,θ − u‖2E ≤ C̃h2p + Ĉτ2, für h ∈ (0, h0)

(ii) Für θ = 0(Crank-Nicolson):

‖U − u‖2`∞(L2) + κ

N∑
m=1

τm‖Um,θ − u‖2E ≤ C̃h2p + Ĉτ4, für h ∈ (0, h0)
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mit Konstanten C̃ und Ĉ unabhängig von h und τ .

Beweis. Sind u und U die exakte bzw. approximierte Lösung, so setzen wir

ηm :=Πhu
m − um,

ξm :=Um −Πhu
m für alle 0 ≤ m ≤M.

Wegen der Konsistenz des Verfahrens gilt:

(
Um − Um−1

∆t
− ∂u

∂t

m,θ

, ξm,θ)Ω + aεh(Um,θ − um,θ, ξm,θ)+

k(Um,θ − um,θ, ξm,θ) + Jσh (Um,θ − um,θ, ξm,θ) = 0.

Wir können Um,θ − um,θ durch ξm,θ + ηm,θ ersetzen:

(
ξmh − ξ

m−1
h

τm
+

Πhu
m −Πhu

m−1

τm
− ∂u

∂t

m,θ

, ξm,θ)Ω

+ aθh(ξm,θ, ξm,θ) + k‖ξm,θ‖2L2(Ω) + Jσh (ξm,θ, ξm,θ)

=− aεh(ηm,θ, ξm,θ)− k(ηm,θ, ξm,θ)− Jσh (ηm,θ, ξm,θ).

Mit der BeziehungΠhu
m−Πhu

m−1

τm
= Πh

∂u
∂t

m,θ
+ τmρ

m,θ aus Lemma 5.8.1 erhalten wir:

(
ξmh − ξ

m−1
h

τm
, ξm,θ)Ω + aθh(ξm,θ, ξm,θ) + k‖ξm,θ‖2L2(Ω) + Jσh (ξm,θ, ξm,θ)

=− (
∂ηm,θ

∂t
, ξm,θ)Ω − aεh(ηm,θ, ξm,θ)− k(ηm,θ, ξm,θ)− Jσh (ηm,θ, ξm,θ)− τm(ρm,θ, ξm,θ).

Es ergibt sich mit Hilfe der Koerzivitätsungleichung und
1

2τm

(
‖ξm‖2L2(Ω) − ‖ξ

m−1‖2L2(Ω)

)
≤ (

ξmh −ξ
m−1
h

τm
, ξm,θ)Ω:

1

2τm

(
‖ξm‖2L2(Ω) − ‖ξ

m−1‖2L2(Ω)

)
+ κ

(
|ξm,θ|2H1(K) + k‖ξm,θ‖2L2(Ω) + Jσh (ξm,θ, ξm,θ)

)
≤ −(

∂ηm,θ

∂t
, ξm,θ)Ω − aεh(ηm,θ, ξm,θ)− k(ηm,θ, ξm,θ)− Jσh (ηm,θ, ξm,θ)− τm(ρm,θ, ξm,θ).

Die gleichen Argumente, wie im Beweis für das stetige Problem führen zu der Abschätzung:

1

2τm

(
‖ξm‖2L2(Ω) − ‖ξ

m−1‖2L2(Ω)

)
+ κ‖ξm,θ‖2E

≤C

{
1

4κ
h2p+2‖∂u

∂t

m,θ

‖2Hp+1(Ω) + κ‖ξm,θ‖2L2(Ω) +
1

4κ
h2p‖um,θ‖2Hp+1(Ω)

}
− τm(ρm,θ, ξm,θ),

wobei C > 0 eine Konstante ist. Anwendung von Cauchy-Schwarz und der Young’schen
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Ungleichung führen dann zu:

1

2τm

(
‖ξm‖2L2(Ω) − ‖ξ

m−1‖2L2(Ω)

)
+ κ‖ξm,θ‖2E

≤C

{
1

4κ
h2p+2‖∂u

∂t

m,θ

‖2Hp+1(Ω) + κ‖ξm,θ‖2L2(Ω) +
1

4κ
h2p‖um,θ‖2Hp+1(Ω)

}
+

1

2
τ2
m‖ρm,θ‖2L2(Ω) +

1

2
‖ξm,θ)‖2L2(Ω).

Anwendung der Dreiecksungleichung und der Ungleichung (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) führt zu:

1

2τm

(
‖ξm‖2L2(Ω) − ‖ξ

m−1‖2L2(Ω)

)
+ κ‖ξm,θ‖2E

≤C{ 1

2κ
h2p+2

(
‖∂u
∂t

m

‖2Hp+1(Ω) + ‖∂u
∂t

m−1

‖2Hp+1(Ω)

)
+ 2κ

(
‖ξm‖2L2(Ω) + ‖ξm−1‖2L2(Ω)

)
+

1

2κ
h2p
(
‖um‖2Hp+1(Ω) + ‖um−1‖2Hp+1(Ω)

)
}+

(
‖ξm)‖2L2(Ω) + ‖ξm−1)‖2L2(Ω)

)
+

1

2
τ2
m‖ρm,θ‖2L2(Ω).

Wir multiplizieren mit 2τm und summieren über m = 1, . . . , N mit N ≤M :

(
‖ξN‖2L2(Ω) − ‖ξ

0‖2L2(Ω)

)
+

N∑
m=1

τm2κ‖ξm,θ‖2E

≤C
N∑
m=1

2τm

{
1

2κ
h2p+2

(
‖∂u
∂t

m

‖2Hp+1(Ω) + ‖∂u
∂t

m−1

‖2Hp+1(Ω)

)
+ 2κ

(
‖ξm‖2L2(Ω) + ‖ξm−1‖2L2(Ω)

)
+

1

2κ
h2p
(
‖um‖2Hp+1(Ω) + ‖um−1‖2Hp+1(Ω)

)}
+

N∑
m=1

2τm

(
‖ξm)‖2L2(Ω) + ‖ξm−1)‖2L2(Ω)

)
+

N∑
m=1

τ3
m‖ρm,θ‖2L2(Ω).

ξ0 ist per Definition null. Auf der rechten Seite fassen wir die Summen weiter zusammen
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und addieren die restlichen Summanden von N + 1, . . . ,M und erhalten:

‖ξ‖2`∞(L2(Ω)) +

M∑
m=1

τm2κ‖ξm,θ‖2E

≤C̄τ
M∑
m=0

{
1

2κ
h2p+2‖∂u

∂t

m

‖2Hp+1(Ω) + 2κ‖ξm‖2L2(Ω) +
1

2κ
h2p‖um‖2Hp+1(Ω)

}

+ τ
M∑
m=1

2‖ξm)‖2L2(Ω) + τ3
M∑
m=1

‖ρm,θ‖2L2(Ω).

Anwendung der diskreten Version des Lemmas von Gronwall führt zu:

‖ξ‖2`∞(L2(Ω)) +
M∑
m=1

τm2κ‖ξm,θ‖2E

≤C̃h2p
M∑
m=1

2τm{
1

2κ
h2‖∂u

∂t

m

‖2Hp+1(Ω) +
1

2κ
‖um‖2Hp+1(Ω)}exp(2T + C̄2κT )

+
M∑
m=1

τ3
m‖ρm,θ‖2L2(Ω).

Mit dem Lemma 5.8.1 folgt dann:

(i) für θ ∈ (0, 1]:

‖ξ‖2`∞(L2(Ω)) + γ‖ξm,θ‖2l2(E)

≤Ĉh2p
M∑
m=1

τm

{
1

γ
h2‖∂u

∂t

m

‖2Hp+1(Ω) +
1

γ
‖um‖2Hp+1(Ω)

}

+ Čτ2
M∑
m=1

τm‖utt‖2L∞(Im,L2(Ω)).

(ii) für θ = 0:

‖ξ‖2`∞(L2(Ω)) + γ‖ξm,θ‖2l2(E)

≤Ĉh2p
M∑
m=1

τm

{
1

γ
h2‖∂u

∂t

m

‖2Hp+1(Ω) +
1

γ
‖um‖2Hp+1(Ω)

}

+ Ĉτ4
M∑
m=1

τm‖uttt‖2L∞(Im,L2(Ω)).
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Korollar. Insbesondere folgt damit auch die Konvergenz in der `2(H1)-Norm und `∞(L2),
das heißt: Unter den Annahmen (A2) erfüllt der Fehler die Abschätzung:

(i) Für θ ∈ (0, 1]:

‖U − u‖`2(H1) ≤ C̃hp + Ĉτ,

‖U − u‖`∞(L2) ≤ C̃hp + Ĉτ für h ∈ (0, h0)

(ii) Für θ = 0(Crank-Nicolson):

‖U − u‖`2(H1) ≤ C̃hp + Ĉτ2,

‖U − u‖`∞(L2) ≤ C̃hp + Ĉτ2 für h ∈ (0, h0)

mit Konstanten C̃ und Ĉ unabhängig von h und τ .

Beweis. Wir schätzen die Terme aus dem Konvergenzsatz (Satz 5.8.5) ab:

‖U − u‖2`∞(L2) + κ‖U − u‖2`2(E) ≥
1

M
‖U − u‖2`2(L2(Ω)) + κD‖∇(U − u)‖2`2(L2(Ω))

≥ min{ 1

M
,κD}‖U − u‖2`2(H1(Ω)).

Aus dem vorhergehenden (Satz 5.8.5) folgt dann nach Wurzelziehen das gewünschte Re-
sultat.
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6 Implementierung

6.1 Das Programm: Dune

Mit Hinblick auf die Anwendung auf unser biologisches Problem benötigen wir eine Soft-
ware, welche Werkzeuge zur Lösung von partiellen Differentialgleichungen bereitstellt und
flexibel an unser Problem angepasst werden kann. Die Software muss in der Lage sein
unstrukturierte Gitter zu verwalten, um mit komplexen Geometrien umgehen zu können.
Dazu gehört auch, dass es möglich ist Gitter einzulesen, welche wiederum von gängigen
CAD-Programmen erzeugt werden können. Das Programm muss zudem in der Lage sein,
Ansatz und Testfunktionen für dieses Gitter zu verwalten. Wir brauchen Quadraturregeln
und Transformationen auf die entsprechenden Referenzelemente, um die Integrale in der
vorgestellten Variationsformulierung (5.17) ausrechnen zu können. Wir wollen in der La-
ge sein, diese Methoden für zwei- und dreidimensionale Gebiete nutzen zu können. Wir
brauchen lineare und nichtlineare Löser, welche parallel auf einem Cluster große Glei-
chungssysteme lösen können. Die Verwendung eines gängigen Dateiformats für die Vi-
sualisierung ist ebenfalls unabdingbar. Die Entwicklung einer solchen Software nimmt für
gewöhnlich viele Arbeitsjahre in Anspruch. Deshalb werden wir in dieser Diplomarbeit
auf die bereits existierende Software Dune zurückgreifen. Sie wird unter anderem von
Arbeitsgruppen an den Universitäten in Heidelberg, Freiburg, Stuttgart und an der FU
Berlin entwickelt. Es handelt sich dabei um eine Open-Source-Software, welche eine ef-
fiziente generische Schnittstelle für unterschiedliche Gittermanager für strukturierte und
unstrukturierte Gitter enthält und verschieden Methoden für ein weites Spektrum von Pro-
blemen bereitstellt [BDE+05]. Eine ausführliche Darstellung der generischen Gitterschnitt-
stelle und der Verwendung von parallelen Gittern findet sich in [BBD+08] und [BBD+07].
Wir verwenden hier insbesondere das Diskretisierungs-Modul Dune-PDELab, welches
von der Arbeitsgruppe von Prof. Peter Bastian entwickelt wird. Viele gängige Methoden
wurden dort bereits implementiert, darunter die klassischen Finite-Volumen-Verfahren,
Finite-Elemente-Verfahren und das hier vorgestellte DG-Verfahren. Als Gittermanager
verwenden wir hier das Gitter UGGrid, welches unstrukturierte Gitter in 2D und 3D ver-
walten und parallel verwendet werden kann. Einen Überblick über den Leistungsumfang
gibt [BJL+02]. Wir können in Dune mit dem UGGrid Gitter im MSH Format einlesen,
welche in Gmsh erzeugt wurden. Gmsh wiederum akzeptiert eine Reihe von gängigen
CAD-Formaten wie GEO, STEP, IGES, BREP und ACIS.
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6.2 Parallelisierung

In Dune wird unter anderem der überlappende additive Schwarz-Algorithmus für die
Parallelisierung verwendet. Diesen Algorithmus wollen wir hier kurz beschreiben. Durch
die Parallelisierung erwarten wir erhebliche Geschwindigkeitsvorteile bei der numerischen
Berechnung der Lösung von partiellen Differentialgleichungen. Numerische Experimente,
in denen die erzielten Geschwindigkeitsvorteile nachgewiesen werden, finden sich in 7.
Eine allgemeine ausführliche Übersicht über die aktuellen Verfahren zur Parallelisierung
von partiellen Differentialgleichungen findet sich in dem Buch von Toselli und Widlund
[TW04]. Der klassische additive Schwarz-Algorithmus wird dort ebenfalls dargestellt.

6.2.1 Der klassische additive überlappende Schwarz-Algorithmus für zwei
Gebiete

Wir betrachten die Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω. (6.1)

Dabei ist Ω ⊂ R2 ein beschränktes Gebiet und f eine gegebene Funktion in L2(Ω). Sei

Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅ (6.2)

eine Zerlegung von Ω in zwei disjunkte Teilmengen. Wir wollen eine Überlappung beider
Gebiete definieren, dass heißt wir erweitern Ω1 um Punkte, die in Ω2 liegen und umgekehrt.
Wir erweitern also beide Gebiet um die Punkte mit Abstand β > 0:

Ω̂i = {x ∈ Ω| dist(x,Ωi) < β}, i = 1, 2. (6.3)

Wir bezeichnen mit

uk die Lösung in Ω im k-ten Iterationsschritt,

und uki die Lösung in Ω̂i im k-ten Iterationsschritt.
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Initialisiere für k = 0 mit der Eingangsvermutung u0
i ≡ 0 für i ∈ {1, 2}.

Wiederhole:
Löse für i = 1, 2

−∆uki = f in Ω̂i,

uk+1
1 = uk

2|∂Ω̂1∩Ω2
,

uk+1
2 = uk

1|∂Ω̂2∩Ω1
.

Definiere uk+1 als

uk+1(x, y) =

{
uk1(x, y) falls (x, y) ∈ Ω̂1,

uk2(x, y) sonst.

Bis: k < MaxIterationen

Algorithmus 1: Klassischer additiver überlappender Schwarz-Algorithmus für zwei
Gebiete.

Die vorgestellte Idee kann auf mehrere Teilgebiete erweitert werden.

6.2.2 Der abstrakte additive überlappende Schwarz-Algorithmus

In wir verwenden in Dune den abstrakten überlappenden Schwarz-Algorithmus. Eine
ausführliche Darstellung der Methode und Aspekte der Implementierung in Dune finden
sich in [BB08]. Eine gute Einführung findet sich auch in [Bas09]. Hier wird dieses Kon-
zept auf die verwendete DG-Methode übertragen und ergänzt. Wir nehmen an, dass wir
die Berechnung unserer partiellen Differentialgleichung auf p Prozessoren aufteilen. Für
unseren Algorithmus teilen wir das Gebiet Ω in p Teilgebiete auf, das heißt

Ω =
⋃

i=1,...,p

Ωi mit Ωi ∩ Ωj = ∅ für i 6= j. (6.4)

Wie im vorangegangenen Abschnitt erweitern wir jedes Gebiet Ωi um alle Punkte mit
Abstand β > 0, um eine Überlappung zu erzeugen. Wir definieren

Ω̂i = {x ∈ Ω| dist(x,Ωi) < β}. (6.5)

Durch die Diskretisierung mit dem DG-Verfahren entsteht ein Gleichungssystem (verglei-
che (5.18)), dass wir hier vereinfacht schreiben als

Ax = b. (6.6)

Diplomarbeit Wolfgang Giese



78 6 Implementierung

Wir verwenden für das DG-Verfahren eine Monombasis. Bezüglich der Freiheitsgrade de-
finieren wir uns eine Indexmenge

I = Indexmenge aller Freiheitsgrade bezüglich Th. (6.7)

Der Koeffizientenvektor x hat genau |I| Einträge und (x)i, i ∈ I ist der i-te Freiheitsgrad.
Da für das DG-Verfahren mit der verwendeten Monombasis die Freiheitsgrade bezüglich
der Elemente der Triangulierung Th gewählt werden, definieren wir für die überlappende
Zerlegung (Ω̂i)i=1,...,p folgende Indexmengen:

Îi = {j ∈ I|j ist Freiheitsgrad bezüglich eines Elementes K ∈ Th mit K ∈ Ω̂i}. (6.8)

Es werden nun Gleichungen lokal in den Gebieten Ω̂i aufgestellt, die dann von dem je-

weiligen Prozess gelöst werden. Dazu definieren wir uns eine Restriktion Ri : RI → RÎi
mit

(Rix)j = (x)j für alle j ∈ Îi.

Entsprechend sei RTi : RÎi → RI definiert durch:

(Rixi)j =

{
(xi)j , falls j ∈ Îi,
0 sonst

und

Ai := RiAR
T
i = AÎi,Îi .

Der abstrakte additive überlappende Schwarz-Algorithmus ist ein iterativer Algorithmus,
wir wollen deshalb erklären was in jedem einzelnen Iterationsschritt passiert. Sei xalt ∈ RI
eine beliebige Iterierte. Wir können eine Defektgleichung formulieren

Ae = b−Axalt, (6.9)

wobei e = x− xalt der betrachtete Defekt ist. Wir wollen den Defekt lokal für die Indizes
aus Îi berechnen, das heißt also

e = RTi ei mit ei ∈ RÎi .

Einsetzen in (6.9) und Multiplikation mit Ri liefert

RiAR
T
i ei = Ri(b−Axalt). (6.10)

Eine verbesserte Lösung ergibt sich aus:

xneu = xalt +RTi ei = xalt +RTi A
−1
i Ri(b−Axk).
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Das Berechnen des Vektors xneu entspricht dem einmaligen Lösen unseres Problems im
Teilgebiet Ω̂i unter Fixieren der aktuellen Randwerte in der Schwarz-Iteration. Sum-
mieren wir die Defekte für alle Teilprozessoren auf und multiplizieren sie mit einem
Dämpfungsfaktor ω > 0, so erhalten wir den abstrakten additiven Schwarz-Algorithmus.

Initialisiere für k = 0 mit der Eingangsvermutung x0.
Wiederhole:

Löse

xk+1 = xk + ω
∑

i=1,...,p

RTi A
−1
i Ri(b−Axk).

Bis: k < MaxIterationen

Algorithmus 2: Abstrakter additivier überlappender Schwarz-Algorithmus verteilt
auf p-Prozesse.

6.2.3 Anwendung des Algorithmus auf das DG-Verfahren

Wir verwenden das unstrukturierte Gitter UGGrid. Dieses Gitter kann in Dune in par-
alleler Form eingesetzt werden. Bei der parallelen Unterteilung in die Teilgebiete er-
zeugt UGGrid eine Überlappung von einem Element. Das heißt, zu jeder äußeren Kante
Γ ∈ ∂Ωi∩Ω eines Teilgebietes Ωi gibt es ein benachbartes Element KΓ ∈ Th ∈ Ω \Ωi, wel-
ches zur Überlappung gehört. Kanten und Knoten, die außerhalb von Ωi liegen, gehören
nicht zum Überlappungsbereich.
Für diese Art von Überlappung ist das DG-Verfahren besonders geeignet. Wir verwenden
für das DG-Verfahren nämlich eine Monombasis, deren Funktionen elementweise definiert
werden. Die Gleichungen in der Diskretisierung werden beim DG-Verfahren lokal für jedes
Element aufgestellt. Die Freiheitsgrade beziehen sich damit wie oben vorgestellt auf die ent-
sprechenden Elemente, wobei zusätzlich Kopplungsterme bezüglich der Kanten entstehen.
Wir verwenden den ISTLBackend OVLP BCGS SSORk-Löser. Dies ist ein stabilisierter
bikonjugierter Gradientenlöser, welcher mit k Schritten des SSOR-Verfahrens vorkonditio-
niert wird. Das Verhalten des Verfahrens für unterschiedliche Anzahlen von Teilgebieten
werden wir in Kapitel 7 untersuchen.

6.3 Systeme von Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Wir haben bereits in 4.1 einen Existenzsatz für die Lösung von Systemen formuliert und
auf das Brüsselator-System übertragen. Wir können die Existenz der Lösungen von Glei-
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chungen der Form

ut −D ·∆u = f(u) in Ω× [0, T ] (6.11)

u = 0 auf ∂Ω× [0, T ] (6.12)

u = u0 auf Ω× {t = 0} (6.13)

beweisen, wenn f Lipschitz-stetig ist. Bei der Implementierung verwenden wir jedoch kein
Fixpunktverfahren, sondern koppeln das System durch die Variationsformulierung. Wir
betrachten ein gekoppeltes System mit L Komponenten. Der Raum der Ansatz- und Test-
funktionen hat die Gestalt eines Produktraumes:

Sp,Lh = Sph(K)× · · · × Sph(K)︸ ︷︷ ︸
L-mal

.

Wir erhalten damit als semidiskrete Variationsformulierung

(a) ~uh ∈ C1([0, T ];Sp,Lh ),

(b)

L∑
i=1

(
∂uih
∂t

, vih)Ω +

L∑
i=1

aεh(uih, vh) +
L∑
i=1

Jσh (uih, vh) +
L∑
i=1

(f i(~uh), vih)Ω =
L∑
i=1

Lh(vih),

∀~vh ∈ Sp,Lh und für fast alle t ∈ (0, T ),

(c) ~uh(0) = ~u0
h. (6.14)

Da wir die Testfunktionen vi unabhängig voneinander variieren, erhalten wir folgendes
System von Gleichungen:

(a) ~uh ∈ C1([0, T ];Sp,Lh ),

(b) (
∂uih
∂t

, vih)Ω + aεh(uih, vh) + Jσh (uih, vh) + (f i(~uh), vih)Ω = Lh(vih),

∀vih ∈ Sp,h für i = 1, . . . , L und für fast alle t ∈ (0, T ),

(c) ~uh(0) = ~u0
h. (6.15)

Wir legen also für jede Komponente das gleiche Gitter zugrunde. Eine Beschreibung der
Implementierung dieser Methode findet sich in [BDT10, S. 71-85].
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7 Numerische Experimente

In diesem Kapitel sollen verschiedene numerische Tests durchgeführt werden, um die
Funktionsfähigkeit des Verfahrens, wie auch der Implementierung nachzuweisen. Im ers-
ten Teil dieses Kapitels lösen wir die instationäre Wärmeleitungsgleichung in einem ein-
fachen Einheitsquadrat und in einem Einheitsquadrat mit Löchern, um die in Kapitel
5 bewiesene Konvergenzordnung in einem konvexen und einem nicht konvexen Gebiet
nachzuweisen. Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir den in Kapitel 6 vorgestellten
überlappenden Schwarzalgorithmus auf einem Linux-Cluster testen. Dazu lösen wir die
Helmholtz-Gleichung auf der Einheitssphähre in drei Raumdimensionen.

7.1 Konvergenztests für eine parabolische Gleichung

Wir lösen die Wärmeleitungsgleichung auf dem jeweiligen Gebiet Ω mit vorgegebener
Dirichlet-Randbedingung:

∂tu−∆u = f in Ω, (7.1)

u = g auf ∂ΩD. (7.2)

Wir geben eine analytische Funktion vor, mit der wir die approximierte Lösung vergleichen
wollen. Als analytische Lösung wählen wir die Funktion

u(x, t) = (1− exp−t) exp−‖x‖ für alle (x, t) ∈ Ω× (0, 1). (7.3)

Der Fehler zum Zeitpunkt tm auf dem Gitter Th berechnet sich aus der Differenz der
analytischen und approximierten Lösung

emτ,h = u(tm)− Umτ,h für m = 1, . . . ,M. (7.4)

Die Konvergenzrate β wird dann durch die Formel

β =
1

lnh1
h2

ln

(
‖eτ1,h1‖
‖eτ2,h2‖

)
(7.5)

berechnet, wobei mit‖.‖ die entsprechende Norm bezeichnet wird. Wir verwenden für die
numerischen Tests das NIPG-Verfahren für den Ort und das implizite Euler-Verfahren für
den Zeitschritt. Abhängig vom Polynomgrad p können wir dann in der `∞(L2(Ω))- bzw.
`2(H1(Ω))-Norm eine Konvergenzordnung von O(hp) +O(τ) erwarten. Die Schrittweiten
τ1 und τ2 werden dabei jeweils an die entsprechende Konvergenzordnung angepasst. Das
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heißt die Abschätzung für den Fehler im Ort, also der Term O(hp) und die Abschätzung
für den Fehler in der Zeit, also O(τ) sollen bei jedem Verfeinerungsschritt um den gleichen
Faktor schrumpfen. Für einen Verfeinerungsschritt von h1 auf h2 wählen wir also

τ2 =

(
h2

h1

) 1
p

· τ1, (7.6)

damit das Verhältnis
(
h1
h2

)p
= τ1

τ2
erfüllt wird. Für das unstetige Galerkin-Verfahren

müssen wir nach Annahmen (A1) und (A2) einen entsprechenden Strafparameter wählen,
um Unstetigkeiten zu bestrafen. Der Strafparameter σ ergibt sich also nach Gl. 5.8 für ein
konformes Gitter aus

σ =
CW
hKΓ

,Γ ∈ Fh. (7.7)

Im Fall des untersuchten NIPG-Verfahrens sind wir in der komfortablen Situation, dass
wir den Parameter CW nach den Annahmen (A1) und (A2) einfach nur größer als null
wählen müssen um die angestrebte Konvergenzordnung einzuhalten. In diesem Fall wählen
wir

CW =4.0.

Wir beginnen den Konergenztest mit der Lösung der Wärmeleitungsgleichung in einem
Einheitsquadrat. Die Lösung sehen wir in Abbildung 7.3. Die Konvergenzentwicklung in
der `∞(L2(Ω))- bzw. `2(H1(Ω))-Norm für das NIPG-Verfahren im Ort verbunden mit dem
impliziten Euler-Verfahren für den Zeitschritt ist in den Tabellen 7.1 und 7.3 ersichtlich.
Als nicht konvexes Gebiet wählen wir ein Einheitsquadrat mit Löchern. Die Lösung der
Wärmeleitungsgleichung in diesem Gebiet erkennt man in Abbildung 7.3. Die Konver-
genzentwicklung hierfür wird in den Tabellen 7.2 und 7.4 dargestellt. Eine entsprechende
graphische Darstellung der Ergebnisse für die `∞(L2(Ω))- bzw. `2(H1(Ω)) ist in den Ab-
bildungen 7.2 bzw. 7.4 zu sehen. Für die numerischen Tests wurden für das Einheits-
quadrat wie für das Einheitsquadrat mit Löchern jeweils zwei Gitter erstellt. In UGGrid

führt nämlich ein Verfeinerungsschritt zu einer Vervierfachung der Anzahl der Gitterele-
mente. Um Werte für den Fehler dazwischen zu erhalten, wurden für jedes Gebiet zwei
Ausgangsgitter erzeugt, die dann schrittweise verfeinert wurden. Außerdem hat man bei
einem Gebiet mit Löchern das Problem, dass man eine gewisse Elementzahl benötigt, um
die Geometrie auflösen zu können. Es kommt deshalb zu kleinen Fluktuationen in der Kon-
vergenzordnung, sie wird jedoch im Mittel wieder ausgeglichen und erfüllt die theoretische
Konvergenzordnung aus Korollar 5.8.
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dofs τ ‖eτ,h‖`∞(0,T,L2(Ω)) β`∞(0,T,L2(Ω)) ‖eτ,h‖`2(0,T,H1(Ω)) β`2(0,T,H1(Ω))

168 0.1 0.000951104 - 0.0203287 -
366 0.071 0.000641189 1.13770686 0.0119428 1.53475368
672 0.05 0.000458032 0.970602562 0.00723379 1.44663499
1464 0.0355 0.000298774 1.23278758 0.00420105 1.56800352
2688 0.025 0.000228044 0.779484789 0.00256065 1.42847977
5856 0.01775 0.000148859 1.23073153 0.00148345 1.57510754
10752 0.0125 0.000114636 0.753772548 0.00090579 1.42341557
23424 0.008875 7.47912e-05 1.23223948 0.000524264 1.57776626
43008 0.00625 5.75344e-05 0.756887451 0.000320424 1.42062254

Tabelle 7.1: Konvergenz des NIPG-Verfahrens in Kombination mit dem impliziten Euler-
Verfahren für P1-Polynome auf dem Einheitsquadrat.

dofs τ ‖eτ,h‖`∞(0,T,L2(Ω)) β`∞(0,T,L2(Ω)) ‖eτ,h‖`2(0,T,H1(Ω)) β`2(0,T,H1(Ω))

528 0.1 0.000445305 - 0.0154889 -
1770 0.05 0.00010629 2.06678794 0.00537594 1.52664575
3144 0.035 6.36961e-05 1.47745785 0.00394308 0.894388111
7080 0.025 2.78656e-05 2.38543965 0.00189764 2.11023331
12576 0.0176 2.05027e-05 0.885342614 0.0014337 0.808926304
28320 0.0125 1.45152e-05 0.99649892 0.000674588 1.85743302

Tabelle 7.2: Konvergenz des NIPG-Verfahrens in Kombination mit dem impliziten Euler-
Zeitschritt für P1-Polynome auf einem Einheitsquadrat mit Löchern.

dofs τ ‖eτ,h‖`∞(0,T,L2(Ω)) β`∞(0,T,L2(Ω)) ‖eτ,h‖`2(0,T,H1(Ω)) β`2(0,T,H1(Ω))

336 0.1 0.000882622 - 0.00158853 -
732 0.05 0.000462948 1.86189111 0.00057515 2.93161519
1344 0.025 0.000236401 1.93922803 0.000202097 3.01752986
2928 0.0125 0.000120344 1.94814385 7.3306e-05 2.92608943
5376 0.00625 6.04191e-05 1.98817523 2.56954e-05 3.02484235
11712 0.003125 3.04433e-05 1.97775988 9.27813e-06 2.93920829
21504 0.0015625 1.51994e-05 2.00422076 3.24675e-06 3.02967552
46848 0.00078125 7.63499e-06 1.9866324 1.1681e-06 2.94966503

Tabelle 7.3: Konvergenz des NIPG-Verfahrens in Kombination mit dem impliziten Euler-
Verfahren für P2-Polynome auf dem Einheitsquadrat.
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dofs τ ‖eτ,h‖`∞(0,T,L2(Ω)) β`∞(0,T,L2(Ω)) ‖eτ,h‖`2(0,T,H1(Ω)) β`2(0,T,H1(Ω))

1056 0.1 0.000135633 - 0.000919086 -
3540 0.05 6.10499e-05 1.31983418 0.000236003 2.24783708
14160 0.0125 1.53009e-05 1.99637242 2.83392e-05 3.05793426
56640 0.003125 3.90717e-06 1.96942058 3.53605e-06 3.00258845

Tabelle 7.4: Konvergenz des NIPG-Verfahrens in Kombination mit dem impliziten Euler-
Verfahren für P2-Polynome auf einem Einheitsquadrat mit Löchern.

Abbildung 7.1: Lösung der Wärmeleitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat.
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Abbildung 7.2: Konvergenzgraph für die `∞(L2)-Norm.

Abbildung 7.3: Lösung der Wärmeleitungsgleichung auf einem Gebiet mit Löchern.
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Abbildung 7.4: Konvergenzgraph für die `2(H1)-Norm.
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7.2 Tests auf einem Linux-Cluster mit 256 Kernen

Wir wollen das in Kapitel 6 vorgestellte abstrakte überlappende Schwarz-Verfahren auf
einem Linux-Cluster testen. Dazu lösen wir die Helmholtz-Gleichung auf der dreidimen-
sionalen Einheitskugel Ω = {x ∈ R3|‖x− 1‖ < 1}:

−∆u+ ku = f in Ω, (7.8)

u = gD auf ∂Ω. (7.9)

Hier wählen wir k ≡ 1. Die Lösung der Helmholtz-Gleichung kommt mit entsprechender
rechter Seite und Koeffizienten k dem Lösen eines Zeitschrittes mit Hilfe des impliziten
Euler-Verfahrens oder der Crank-Nicolson-Methode gleich. Die folgende Tabelle dient also
als Richtwert für das Lösen eines Zeitschrittes für ein instationäres Problem.
Als analytische Lösung geben wir die Exponentialfunktion

u = exp(−‖x‖), x ∈ Ω̄ (7.10)

vor und passen entsprechend die Dirichlet-Randwerte an. Die Lösung wird in Abbildung
7.5 und 7.6 veranschaulicht.

Abbildung 7.5: Lösung der Helmholtz-Gleichung auf der Einheitskugel.
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Abbildung 7.6: Ergebnis einer parallelen Rechnung auf 10 Prozessoren. 4 von 10 Teilge-
biete wurden entfernt. Man erkennt auch die einzelnen Tetraederelemente.

Auf dem verwendeten Cluster stehen 256 Kerne zur Verfügung. Die Kommunikation
zwischen den Prozessoren wird durch das Message Passing Interface (MPI) gesteuert. Wir
verwenden zwei unterschiedliche Versionen: OpenMPI und MVAPICH. Aus technischen
Gründen können bislang mit OpenMPI bis zu 248 und mit MVAPICH bis zu 30 Prozesse
gleichzeitig angesteuert werden. In Abbildung 7.7 wird die parallele Gebietsverteilung auf
die Prozessoren mit unterschiedlichen Farben veranschaulicht.

Abbildung 7.7: Eine 3-dimensionale Kugel wird in 24 Teilgebiete auf dem Cluster zerlegt.
Die Teilgebiete werden durch unterschiedliche Farben dargestellt.
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Das angewendete Schwarz-Verfahren ergibt erhebliche Geschwindigkeitszuwächse bei
der parallelen Ausführung auf dem Cluster. In den Tests wurde zwischen der reinen
Ausführungszeit für das Lösen des Problems und der Zeit, die für den gesamten Pro-
zess unterschieden. Die Zeit für den gesamten Prozess, beinhaltet neben dem Lösen auch
das Einlesen des Gitters und das Versenden der Graphikdateien. Wir haben die Tests für
die zwei genannten MPI-Versionen durchgeführt.

Abbildung 7.8: Abbildung der Rechenzeiten für die Lösung der Helmholtz-Gleichung auf
einer Kugel mit 66560 Elementen unter Verwendung von MVAPICH. Die
grünen Balken stellen die reine Zeit zum parallelen Lösen des Gleichungs-
systems dar. Die roten Balken beinhalten den gesamten Prozess vom Ver-
teilen des Gitters, der Assemblierung der Matrix bis zum Versenden der
vtu-Bilddateien auf den Head-Knoten.
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Abbildung 7.9: Abbildung der Rechenzeiten für die Lösung der Helmholtz-Gleichung auf
einer Kugel mit 66560 Elementen unter Verwendung von OpenMPI. Die
grünen Balken stellen die reine Zeit zum parallelen Lösen des Gleichungs-
systems dar. Die roten Balken beinhalten den gesamten Prozess vom Ver-
teilen des Gitters, der Assemblierung der Matrix bis zum Versenden der
vtu-Bilddateien auf den Head-Knoten.
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In den Diagrammen sehen wir, dass MVAPICH bei 30 Prozessoren das Problem zwölf
mal schneller löst als bei sequentieller Ausführung. Für OpenMPI verdoppelt sich dieser
Geschwindigkeitsvorteil bei der Verwendung von 200 Prozessoren für das Lösen sogar auf
den Faktor 24. In Abbildung 7.9 können wir erkennen, dass der Anteil für die Kommuni-
kation der Graphikdateien und das Aufsetzen des Problems gegenüber dem reinen Lösen
dominiert.

Bis ca. 100 Prozessoren ergeben sich für den Gesamtprozess, wie auch für das Lösen,
erhebliche Geschwindigkeitsvorteile. Bei der Verwendung von mehr als 100 Prozessoren
skaliert jedoch unser Problem nicht mehr so gut. So nimmt die Gesamtzeit von 100 auf
200 Prozessoren sogar zu, die Zeit für den Löser fällt gerade noch um ein Viertel. Von 200
auf 248 Prozessoren stagniert die Gesamtzeit, wie auch die Zeit für den Löser. Für die Ge-
samtzeit scheint die Kommunikation zwischen den Prozessoren ein Engpass zu sein. Doch
auch die Lösungsmethode sollte für die Verwendung auf mehreren hundert Prozessoren
weiter angepasst werden. Da wir eine Überlappung von einem Element an den Außenkan-
ten der Teilgebiete haben, nimmt die prozentuale Überlappung ab, wenn wir unser Gitter
verfeinern. Dies wirkt sich negativ auf die Konvergenz des Verfahrens aus (s. [TW04,
S.29ff]), so dass wir mehr Iterationsschritte und damit mehr Zeit benötigen. Im verwen-
deten überlappenden additiven Schwarz-Verfahren kann man aufgrund von technischen
Problemen bislang die Überlappung der einzelnen Teilgebiete nicht vergrößern.
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8 Biologische Anwendung in der
interzellulären Kommunikation bei
Hefezellen

8.1 Biologischer Hintergrund

Die Hefezellen der Bäckerhefe Saccharomyces cerevisiae treten in der haploiden (einfa-
cher Chromosomensatz) oder diploiden (doppeltem Chromosomensatz) Form auf. In der
haploiden Form gibt es zwei Paarungstypen (mating types) MATa und MATα, die zu
einer diploiden MATa/α-Zelle verschmelzen können. Das Problem besteht darin, dass sich
jeweils zwei Zellen mit entgegengesetztem Paarungstyp finden müssen. Die MATα-Zellen
können dazu ein spezifisches Pheromon α-Faktor ausstoßen, welches die MATa-Zellen er-
kennen können. Die MATa-Zellen können sich in Richtung dieses Signals verformen, um
dann mit einer MATα-Zelle zu verschmelzen. Dies ist jedoch ein hochkomplexer Vorgang,
der vom Lokalisieren des Signals bis hin zur Verformung der MATa-Zelle auf einer gan-
zen Reihe von Stoffwechselprozessen und Signalkaskaden beruht. Eine Darstellung des
intrazellulären Pheromonsignalweges findet sich in [Bar05]. Die MATa-Zelle kann durch
Rezeptor-Proteine den α-Faktor an der Zelloberfläche wahrnehmen. Dabei ist die Vertei-
lung des α-Faktors von entscheidender Bedeutung. Die Hefezellen haben keine Möglichkeit
sich aktiv zu bewegen, sie müssen also das Signal durch den Gradienten des α-Faktors an
der Zelloberfläche wahrnehmen. Durch polarisiertes Wachstum können sich die MATa-
Zellen in Richtung dieses Gradienten verformen um mit einem Paarungspartner zu ver-
schmelzen [MS98]. Das zielgerichtete Wachstum der MATa-Zellen bedingt die inhomogene
Verteilung von Signalmolekülen im Inneren der Zellen.
Die Erkennung wird auf mehreren Ebenen unter anderem durch eine Signalkaskade reali-
siert. Um die Prozesse zu verstehen sind räumliche Modelle von entscheidender Bedeutung.
In [CSQC08] wurde die Entstehung, Verstärkung und Aufrechterhaltung eines Gradien-
ten im Inneren der Zelle mit Hilfe eines Systems von RD-Gleichungen beschrieben. Wir
wollen in dieser Arbeit daran anknüpfen, wollen dabei jedoch nicht das Innere der Zellen,
sondern die Entstehung von Signal-Gradienten außerhalb der Zellen modellieren. Über die
Länge einer Zelle gerechnet mögen die Konzentrationsunterschiede an der Zelloberflc̈he
sehr klein sein. Es ist deshalb wichtig zu verstehen, ob und wie der Signalgradient im ex-
trazellulären Bereich verstärkt werden kann. Es wird vermutet, dass die MATa-Zellen auf
die Erkennung von α-Faktor mit dem Aussenden der Protease Bar1p reagieren. Hinweise
darauf finden sich in [Man83]. Die Bar1p kann α-Faktor degradieren. Eine Darstellung
der extrazellulären Vorgänge findet sich in Abbildung 8.1. Wir wollen die Verteilung von
α-Faktor simulieren und im Modell untersuchen ob und wie Bar1p zur Verstärkung und
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räumlichen Lokalisierung der Signal-Gradienten beiträgt.

Abbildung 8.1: Vereinigungsprozess der Saccharomyces cerevisiae. Die roten Punkte stel-
len α-Faktor dar, die blauen Punkte stehen für Bar1p. Abbildung
übernommen und verändert aus
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Yeast mating scheme.svg.

8.2 Grundlagen der Modellierung

8.2.1 Physikalische Grundlagen von Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Reaktions-Diffusions-Gleichungen können auf makroskopischer Ebene Prozesse beschrei-
ben, bei denen Diffusion auftritt und lokale Effekte wie Degradation, Wachstum oder
andere Wechselwirkungen stattfinden. Die RD-Gleichungen sind partielle Differentialglei-
chungen. Diese sind kontinuierlich bzgl. des Raumes. Dennoch können sie auf diskrete
physikalische Probleme angewendet werden. Murray [Mur04] beispielsweise verwendet RD-
Gleichungen zur Beschreibung der Verteilung von Morphogenen, die notwendig sind um
Muster auf Säugetierfellen zu erklären [Mur04, S. 142] und sogar für die Verteilung von
Tieren oder Pflanzen,z.B. von Wolfsterritorien [Mur04, S. 722]. In ”The chemical basis of
morphogenesis”[Tur52] von Alan Turing werden RD-Gleichungen für die Verteilung von
verschiedenen Morphogenen verwendet, um Struktur- und Musterbildung zu erklären, wel-
che beim Wachstum von Pflanzen oder der Entwicklung von Tieren auftreten. Diffusion
beruht auf der Brown’schen Molekularbewegung der betrachteten Moleküle in einem Me-
dium. Sind die Moleküle ungleich verteilt, so bewegen sich statistisch mehr Moleküle in den
Bereich niedriger Konzentration als in den Bereich hoher Konzentration. Makroskopisch
betrachtet resultiert ein Nettofluss von Molekülen entlang des Konzentrationsgefälles.
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Dieser Sachverhalt kann durch das erste Fick’sche Gesetz beschrieben werden [Cra56, S.2].

J = −D∇c. (8.1)

Dabei ist [c] = mol
m3 die Molekülkonzentration, [J ] = mol

m2·s die Teilchenstromdichte und

[D] = m2

s ist der Diffusionskoeffizient. Zur eigentlichen Diffusionsgleichung gelangt man
durch Anwendung der Kontinuitätsgleichung

∂c

∂t
+ divJ = r(c, x, t). (8.2)

Hier steht r für lokale Reaktions- bzw. Quellterme. Einsetzen des ersten Fick’schen Ge-
setzes in die Kontinuitätsgleichung liefert dann eine RD-Gleichung:

∂c

∂t
− div(D∇c) = r(c, x, t). (8.3)

Im Fall von r ≡ 0 ist Gl. 8.3 das zweite Fick’sche Gesetz. Für D ≡ const und r(c, x, t) =
f(x, t)− k(x, t)c ergibt sich unsere Reaktionsgleichung aus Gl. 1.1

∂c

∂t
−D∆c+ kc = f. (8.4)

Diffusion ist ein spontan ablaufender Prozess, der ohne Energiezufuhr stattfindet. Man
spricht deshalb bei der Diffusion auch von passivem Stofftransport. In einem abgeschlos-
senen System bewirkt Diffusion den Abbau von Konzentrationsunterschieden bis hin zur
vollständigen Homogenität.
In unserem Modell werden wir die Diffusionsprozesse in einem 2-dimensionalen Gebiet
untersuchen. Die ablaufenden Prozesse können phänomenologisch weitestgehend auf ein
3-dimensionales Gebiet übertragen werden, es gelten also die gleichen Gesetzmäßigkeiten.
Konstanten und Längenmaße können jedoch nicht eins zu eins übertragen werden.

8.2.2 Randbedingungen

Werden die RD-Gleichungen in beschränkten Gebieten gelöst, müssen Randbedingungen
an den Gebietsgrenzen vorgeben werden. In unserem Modell für die interzelluläre Kom-
munikation wird dies besonders wichtig sein, um die Sekretion und Absorption der ein-
zelnen Zellen auf der Zellwand zu beschreiben. Wir verwenden Neumann- und Dirichlet-
Randwerte. Sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet und ∂Ω sein Rand. Mit ΓD bezeichnen wir den Teil
des Randes, auf dem die Dirichlet-Randdaten gelten und mit ΓN den Teil, auf dem die
Neumann-Randdaten gelten.

Dirichlet-Randwerte

Wir fixieren die Konzentrationswerte auf dem Rand durch eine gegebene Funktion, deren
Werte auf dem Rand in Ort und Zeit variieren können. Wir nennen diese Funktione gD :
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(0, T )×ΓD → R, dabei ist (0, T ) ein Zeitintervall. Wir setzen also im Kontext der Gl. 8.4

c = gD auf (0, T )× ΓD. (8.5)

Im Besonderen hat die Bedingung

c = 0 auf (0, T )× ΓD (8.6)

zum Beispiel die physikalische Bedeutung, dass alle Moleküle, die durch die Brown’sche
Molekularbewegung den Rand von Ω überschreiten, nicht wieder nach Ω zurückgelangen
können [Per10]. Die Gleichung 8.4 wird also zu:

d

dt

∫
Ω

cdx =

∫
∂Ω

∂c

∂n
dS +

∫
Ω

(f − kc)dx.

Setzen wir den Quellterm f ≡ 0, dann liefert die Integration über (0, t):

∫
Ω

c(t)dx =

∫
Ω

c(0)dx+

t∫
0

∫
∂Ω

∂c

∂n
dS −

t∫
0

∫
Ω

kudx.

Wegen c > 0 ist ∂c
∂n über den gesamten Zeitraum negativ. Das heißt, die Gesamtkonzen-

tration in Ω nimmt permanent ab.

Neumann-Randwerte

Anstelle von festen Werten auf dem Rand tritt eine Flux-Bedingung. Dies erfolgt in Form
einer orts- und zeitabhängigen Funktion gN : (0, T ) × ΓN → R. Wir bestimmen also die
Menge an Molekülen, die netto über den Rand hinein- beziehungsweise hinausströmt. Im
Kontext von Gl. 8.4 hat die Neumann-Randbedingung folgende Form:

~n · ∇c = gN auf (0, T )× ΓN . (8.7)

Dabei bezeichnet ~n die ins Gebietsäußere zeigende Einheitsnormale. Beispielsweise ist

~n · ∇c = 0 auf (0, T )× ∂Ω (8.8)

eine Null-Flux Bedingung. Das heißt, netto verlässt kein Molekül das Gebiet Ω über den
Rand und es strömt auch keines hinein. Die Gleichung 8.4 wird also zu:

d

dt

∫
Ω

cdx =

∫
Ω

(f − kc)dx.
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Integration über (0, t) liefert

∫
Ω

c(t)dx =

∫
Ω

c(0)dx+

t∫
0

∫
Ω

(f − kc)dx.

Die Gesamtkonzentration in Ω wird also nur durch die Quell- und Degradationsterme im
Gebietsinneren von Ω beinflußt.

8.3 Mathematisches Modell

Das mathematische Modell soll die Ausbreitung des α-Faktors sowie den Ausstoß von
Bar1p räumlich darstellen. Wir verwenden dazu ein System von RD-Gleichungen.
Die Gleichungen beschreiben die Ausbreitung und Interaktion der beiden genannten Stoffe
in dem Gebiet außerhalb der Zellen. Im Modell wird dieser Bereich durch ein beschränktes
Gebiet Ω ⊂ R2 dargestellt. Der zeitliche Ablauf beschränkt sich auf das Beobachtungsin-
tervall [0, T ]. Für die Konzentration des α-Faktors bzw. Bar1p-Pheromons führen wir zwei
Funktionen u : Ω × [0, T ] → R bzw. v : Ω × [0, T ] → R ein. Das Modell besteht aus zwei
gekoppelten partiellen Differentialgleichungen

∂u

∂t
−Du∆u = −kuv in (0, T )× Ω, (8.9)

∂v

∂t
−Dv∆v = 0 in (0, T )× Ω (8.10)

mit den Variablen und Parametern

u = [Konzentration von α-Faktor],

v = [Konzentration von Bar1p],

Du = [Diffusionsrate für α-Faktor],

Dv = [Diffusionsrate für Bar1p],

k = [Degradationsrate für α-Faktor].

In dem durch Ω beschriebenen Bereich kann das Bar1p frei durch das die Zellen umgebende
Medium diffundieren. Dieser Prozess wird in Gleichung (8.10) durch eine Diffusionsglei-
chung beschrieben, wobei wir für diesen Prozess eine konstante Diffusionsrate Dv an-
nehmen. Das α-Faktor kann ebenfalls frei durch das Medium mit der Diffusionsrate Du

diffundieren. Es wird mit der Abbaurate k abgebaut, wenn es mit Bar1p zusammentrifft.
Dies wird in Gleichung (8.9) durch den Reaktionsterm (−kuv) beschrieben. Wir haben
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Abbildung 8.2: Schematische Darstellung des Gebietes Ω.

gemischte Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

u = guD auf (0, T )× ΓuD, v = gvD auf (0, T )× ΓvD,

∂u

∂n
= guN auf (0, T )× ΓuN ,

∂v

∂n
= gvN auf (0, T )× ΓvN

und die Startbedingungen

u, v = 0 auf {0} × Ω.

Die Randbedingungen werden im Folgenden formuliert und näher erläutert.

Randbedingungen für das α-Faktor

Um den Ausstoß von α-Faktor durch die MATα-Zellen zu beschreiben verwenden wir
eine Dirichlet-Randbedingung. Dabei setzen wir mit gα die Werte von u auf dem Rand
fest. Die Absorption des α-Faktors am Zellrand der MATa-Zelle kann durch eine Neumann-
Bedingung ausgedrückt werden. Die Absorption ist dabei linear abhängig von der Differenz
des inneren α-Faktorniveaus der jeweiligen MATa-Zelle zum Zeitpunkt (t − τ) und des
Niveaus von α-Faktor am Zellrand; σ ist dabei die maximale Absorption. Auf dem äußeren
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Gebietsrand nehmen wir an, dass das α-Faktor abprallt, also kein α-Faktor das Gebiet Ω
durch den Außenrand verlassen kann.

(a) Randbedingungen auf den MATα-Zellen
Die Abgabe von α-Faktor durch MATα-Zellen wird durch eine Dirichlet-Bedingung
ausgedrückt:

u = Cαi auf (0, T )× Γuαi für alle i ∈ N.

Dabei bestimmt Cαi die Sekretionsrate von α-Factor auf dem Rand der i-ten α-Zelle.

(b) Randbedingungen auf dem äußeren Gebietsrand
Auf dem äußeren Rand des Gebietes nehmen wir eine Null-Flux-Bedingung an:

∂u

∂n
= 0 auf (0, T )× ΓAußen.

(8.11)

(c) Randbedingungen auf den MATa-Zellen
Der Flux von α-Faktor auf dem Zellrand der i-th MATa-Zelle hängt von der Kon-
zentration von α-Faktor auf dem Zellrand und der Menge von bereits gebundenem
α-Faktor auf der Zellwand ab:

A(t) =

t∫
t−τrez

∫
Γai

∂u

∂n
dS,

∂u

∂n
(t) = −σ(1− A(t)

Amax
)u on (0, T )× Γai für alle i ∈ N.

Dabei verwenden wir die folgenden Variablen und Parameter:

τrec = [Erholungszeit der Rezeptoren auf der Zellwand, um nach Aktivierung

erneut α-Faktor binden zu können ],

σ = [Maximaler Flux für die Absorption von α-Faktor],

Amax = [Maximale Gesamtabsorption von α-Faktor].

Randbedingungen für Bar1p

(a) Auf den MATa-Zellen
Die Sekretion von Bar1p auf der i-ten MATa-Zelle hängt von der Gesamtabsorption
von α-Faktor auf der Zellwand ab. Wir nehmen eine verzögerte Antwort an, dass heißt
die Sekretion von Bar1p findet erst nach der Zeitspanne τBar1p nach der Aktivierung
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statt:

v(t) = CBar1p

˜A(t)
˜A(t) +KM

on (0, T )× Γai für alle i ∈ N,

wobei ˜A(t) =

t−τBar1p∫
0

∫
Γai

∂u

∂n
dS.

(b) Auf den MATα-Zellen und dem äußeren Rand des Gebietes
Auf dem Rand der MATα-Zellen und auf dem äußeren Gebietsrand nehmen wir eine
Null-Flux-Bedingung an:

∂v

∂n
= 0.

Die auftretenden Variablen und Parameter sind

τBar1p = [Zeitverzögerung für die Bar1p-Antwort],

CBar1p = [Maximaler Sekretionsrate von Bar1p],

KM = [Michaelis-Menten-Konstante].

8.4 Numerische Resultate und Interpretation des Modells

Die Simulation der Prozesse basiert auf dem Programm Dune und Dune-PDELab. Wir
haben dabei das NIPG-Verfahren mit Polynomgrad p = 2 im Ort und das implizite Crank-
Nicolson als Zeitschrittverfahren verwendet. Die Gitter wurden mit dem Gittergenerie-
rungsprogramm Gmsh erzeugt. Die Funktionsweise von Gmsh in Bezug auf Algorithmen
und Implementierung wird in [GR08] dargestellt.

Verstärkung der entfernungsabängigen Absorption von α-Faktor durch Bar1p

Für dieses numerische Experiment verwenden wir ein künstlich generiertes Gitter mit drei
Zellen. Das Gitter wurde mit Gmsh erstellt. Alle drei Zellen haben einen Radius von
r = 2.5µm. Die Verteilung der Zellen ist in Abbildung 8.3 zu sehen. Die Mittelpunkte
der MATa-Zellen haben einen Abstand von 8µm bzw. 16µm zur in der Mitte gelegenen
MATα-Zelle. Das kreisförmige Gebiet hat einen Radius von 40µm. Eine Übersicht der
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Abbildung 8.3: Verteilung der MATa/α-Zellen.

verwendeten Parameter werden nachfolgend aufgeführt:

Dα = 324.03
µm2

s
,

DBar1p = 93.38
µm2

s
,

k = 28,

Cαi = 11.64
molec

µm
für alle MATα-Zellen,

CBar1p = 2.76
molec

µm
,

τBar1p = 2.0s,

σ = 0.1
1

µm
,

Amax = 10.0molec,

τrec = 1.0s,

KM = 1.0molec.

Die Parameter wurden von Christian Diener aus der Arbeitsgruppe von Prof. Edda Klipp
zur Verfügung gestellt. Wir wollen unser Augenmerk auf die qualitativ ablaufenden Pro-
zesse legen. Das Beobachtungsintervall erstreckt sich über einen Zeitraum von 20s. In der
Abbildung 8.4 sieht man die Verteilung von α-Faktor. Die Konzentration wird durch eine
logarithmische Farbenskala wiedergegeben, wie rechts im Bild zu erkennen ist. In Bild
1 sieht man wie die MATα-Zelle α-Faktor abgibt. Durch die hohe Diffusionsrate breitet
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sich der α-Faktor relativ schnell im Medium aus. Dies ist in der Abbildung 8.4 durch
die rote Farbe zu erkennen. Die beiden MATa-Zellen absorbieren den α-Faktor über die
Zelloberfläche. Nach einer kurzen Zeitverzögerung reagieren beide Zellen mit dem Aus-
stoß von Bar1p. Die Zelle, welche näher an der MATα-Zelle liegt, absorbiert mehr als
die weiter entfernt liegende und reagiert deshalb heftiger. Der α-Faktor wird durch das
ausgestoßene Bar1p degradiert. In dem Bereich hinter den beiden MATa-Zellen geht die
alpha-Faktor-Konzentration besonders stark zurück. Wie man an der blauen Einfärbung
in der Simulation sehen kann, geht die Konzentration von alpha-Faktor dort fast auf Null
zurück. In Abbildung 8.5 erkennt man auch, wie die Bar1p-Sekretion der weiter entfernt
liegenden Zelle zurückgeht und sich gleichzeitig Bar1p weiter im Medium verteilt. Dieses
Bild entsteht nach 15s. Nach 20s erreicht die Simulation einen stationären Zustand. Die
α-Konzentration lokalisiert sich in der Region um die MATα-Zelle. In der Abbildung 8.4
sieht man, dass der Gradient nur für die nahe gelegene MATa-Zelle warnehmbar ist.
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Abbildung 8.4: Verteilung von Alpha-Faktor nach 2s, 10s und 20s.
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Abbildung 8.5: Verteilung von Bar1p nach 5 und 15s.
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Wirkung von Bar1p in einer größeren Population

Diesmal wollen wir in einer Simulation eine größere Population von Zellen beobachten.
Zellpositionen werden aus einem Mikroskop-Bild (s. Abbildung 8.6) herausgelesen und
daraus wird ein Gitter (s. Abbildung 8.7) erzeugt. Die Zellen wurden in dieser Simulation
durch Kreise approximiert. Der Radius variiert je nach Zellvolumen von 2.0µm bis 3.0µm.
Das betrachtete Kompartiment für die Simulation hat einen Radius von 100µm. Wir
betrachten die Interaktion von 174 Zellen, wovon die Hälfte MATα-Zellen und die andere
Hälfte MATa-Zellen sind.

Abbildung 8.6: Mikroskopbild. Das Bild wurde von Dr. Gabriele Schreiber (AG Prof. An-
dreas Herrmann) und Christian Diener bereitgestellt.

Abbildung 8.7: Ein Gitter mit 45.489 Elementen. Die Gitter-Erzeugung basiert auf einem
Skript, welches in Zusammenarbeit mit Christian Diener erstellt wurde.
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In den nachfolgenden Abschnitten haben wir folgende Modell-Parameter verwendet:

Dα = 324.03
µm2

s
,

DBar1p = 93.38
µm2

s
,

k = 28,

Cαi = 2.91
molec

µm
für alle Matα-Zellen,

CBar1p = 0.68
molec

µm
,

τBar1p = 2.0s,

σ = 0.1
1

µm
,

Amax = 10.0molec,

τrec = 1.0s,

KM = 1.0molec.

Die Parameter wurden von Christian Diener zur Verfügung gestellt. Diesmal sind jedoch
die Sekretionsraten von Bar1p und α-Faktor kleiner gewählt. In der ersten Simulation
setzen wir die maximale Sekretionsrate von Bar1p auf Null. Das heißt, die MATa-Zellen
antworten nicht auf das Signal, was durch die MATα Zellen in Form von α-Faktor ausge-
sendet wird. Wir sehen das Resultat nach ca. 20s in Abbildung 8.8. In dem roten Bereich ist
die α-Faktor-Konzentration besonders stark und wir sehen, dass α-Faktor überall in dem
Bereich der Zellen verteilt ist. Es werden in diesem Szenario alle MATa-Zellen stimuliert,
unabhängig davon, ob sich in unmittelbarer Nähe eine MATα-Zelle befindet oder nicht.
Desweiteren gibt es keine starken Gradienten, da sich die Konzentration von α-Faktor im
Gebiet durch den Diffusionsprozess immer weiter angleicht. Es ist zu erwarten, dass die
Konzentration von α-Faktor mit zunehmender Zeit homogen wird. Im zweiten Szenario
setzen wir die maximale Sekretionsrate von Bar1p, also CBar1p, auf 0.68molecµm . Das Ergeb-
nis ist in Abbildung 8.9 zu sehen. Die MATa-Zellen reagieren mit Sekretion von Bar1p.
Dadurch wird α-Faktor degradiert. Das Signal konzentriert sich also wirklich nur auf die
direkte Umgebung der MATα-Zellen. Gradienten können auch nur dort wahrgenommen
werden. Die Stimulation der MATa-Zellen erfolgt also nicht mehr willkürlich.
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Abbildung 8.8: Verteilung von α-Faktor ohne Bar1p-Sekretion.

Abbildung 8.9: Verteilung von α-Faktor mit Einfluss von Bar1p.
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9 Schlussbetrachtung und Ausblick

Diese Diplomarbeit ist interdisziplinär angelegt und verbindet die Fachbereiche Mathe-
matik und Biologie. Die Arbeit erstreckt sich über funktionalanalytische Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen, über ein numerisches Verfahren bis hin zu physikalischen Grund-
lagen und deren Anwendung auf ein biologisches Problem.

Die Ausarbeitungen in den Kapiteln 2 - 4 klären vor allem die theoretischen Grundlagen.
Wir erfahren, welche Anforderungen an die Modelldaten gestellt werden müssen, damit
ein numerisches Verfahren überhaupt konvergieren kann.

Es wurde das unstetige Galerkin-Verfahren untersucht. Dieses Verfahren ist durch seine
Komplexität aufwändiger in der Implementierung als vergleichbare Finite-Elemente- oder
Finite-Volumen-Methoden. Die Implementierung in Dune hat sich als funktionsfähig und
robust erwiesen. Die numerischen Tests sowie die Umsetzung in dem biologischen Modell
haben gezeigt, dass dieses Verfahren vielseitig einsetzbar ist. Wir haben die Möglichkeit
das Verfahren auf 2-dimensionalen, wie auf 3-dimensionalen unstrukturierten Gittern mit
komplexen Geometrien zu nutzen. Die Möglichkeit der Parallelisierung beschleunigt das
Verfahren erheblich. Eine Implementierung wurde auf dem Cluster erfolgreich getestet.

Das DG-Verfahren wurde in Bezug auf Konvergenz untersucht. Es wurden Konvergenz-
raten für die `2(H1)- und `∞(L2)-Norm hergeleitet. Die Konvergenzraten in der `2(H1)-
Norm sind optimal [RW00]. Dabei wurden Resultate für das NIPG/SIPG/IIPG-Verfahren
im Ort für zwei und drei Raumdimensionen und dem impliziten Euler- bzw. Crank-
Nicolson-Verfahren in der Zeit hergeleitet. Es wurde der Ansatz von Feistauer [Fei09]
als Ausgangspunkt gewählt, wobei hier der Konvektionsterm weggelassen wurde, da er in
unserem Problem keinen Beitrag leistet. Dieser Ansatz wurde um die Diskretisierung in
der Zeit für das implizite Euler- und das Crank-Nicolson-Verfahren ergänzt. Hierzu wur-
den Resultate aus [RW00] verwendet. Aufgrund der technischen Komplexität wurde in
der vorgenannten Arbeit [RW00] der Fall von drei Raumdimensionen ausgespart, in dieser
Arbeit jedoch ausgeführt.

Es wurde ein Modell für die Kommunikation von Hefezellen mit Hilfe von partiellen Dif-
ferentialgleichungen erstellt. Mit numerischen Experimenten konnte der erwartete Einfluß
von Bar1p dargestellt und diskutiert werden. Dies gelang mit dem Modell auch auf der
Populationsebene mit mehr als hundert Zellen.

Der Quellcode für das biologische Modell, wie auch für die numerischen Experimente
kann auf Nachfrage eingesehen werden.

Erweiterung des Modells und Ausblicke

In den vorangehenden Simulationen haben wir die Zellen durch kreisrunde Scheiben ap-
proximiert. Der Modellfehler kann jedoch weiter reduziert werden, indem wir natürliche
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Geometrien für die Zellen verwenden. Durch die natürlichen Zellformen erhalten wir ge-
nauere Daten über Absorption bzw. Sekretion, wenn wir das Modell mit dem Experiment
vergleichen. Desweiteren ist so eine bildhafte Identifikation und Wiedererkennung des
Mikroskop-Bildes zum Aufzeigen verschiedener Effekte möglich. Außerdem können die
Dirichlet-Randdaten durch Neumann-Bedingungen ersetzt werden, um experimentelle Da-
ten wie explizite Sekretionsraten direkt umzusetzen.

In Abbildung 9.2 sehen wir ein Gitter mit natürlichen Geometrien. Das zugrunde lie-
gende Mikroskopbild ist in Abbildung 9.1 zu sehen. Vorläufige numerische Experimente
werden in den Abbildungen 9.3 und 9.4 gezeigt. Abgebildet sind 8 MATα-Zellen und 55
MATa-Zellen.

Verschiedene Erweiterungen des Modells sind denkbar. Mit 3-dimensionalen Bilddaten
kann man auch 3-dimensionale Gitter erzeugen, um dort die Modellgleichungen numerisch
zu lösen. Im weiteren Verlauf könnte das PDE-System mit einem Modell der Prozes-
se im Zellinneren gekoppelt werden. Dies könnte dann durch ein System gewöhnlicher
Differentialgleichungen modelliert werden oder auch durch Kopplung mit einzelnen Git-
tern für die Zellen. In zukünftigen Entwicklungen von Dune ist z.B auch die Kopplung
von verschiedenen Gittern vorgesehen, auf denen unterschiedliche Gleichungen betrachtet
werden können.
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Abbildung 9.1: Mikroskopbild als Grundlage der Gittergenerierung. (Bild von Dr. Gabriele
Schreiber)

Abbildung 9.2: Gitter mit natürlichen Zellformen. Die Gittergenerierung auf Basis von
Mikroskopdaten basiert auf auf einem Skript von Christian Diener.
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Abbildung 9.3: Verteilung von α-Faktor mit Einfluss von Bar1.

Abbildung 9.4: Verteilung von Bar1p.

Wolfgang Giese Diplomarbeit



Literaturverzeichnis 111

Literaturverzeichnis

[ABCM01] D. Arnold, F. Brezzi, B. Cockburn, and D. Marini. Unified Analysis of Discon-
tinuous Galerkin Methods for Elliptic Problems. SIAM Journal on Numerical
Analysis, 2001.

[Alt06] Hans Wilhelm Alt. Lineare Funktionalanalysis. Springer-Verlag, 2006.
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